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内 容 简 介 


本 书 是 讲述 公理 集 论 基础 知识 的 一 份 讲义 , 内 容 包括 集 论 的 公理 化 ， 序 


数 与 基数 ， 连续 统 假设 的 相对 无 蔬 盾 性 与 相对 独立 性 等 . 取材 精练 , 论证 严 
谨 、 完整 。 

练习 几 附 有 提示 或 解答 

可 用 作 数 学 系 研究 生 及 高 年 级 本 科 生 教材 或 教学 参考 书 , 并 可 供 数学 
教师 和 有 关 研 究 人 员 和 参考. 


前 


芋 


本 书 由 公理 集 论 这 门 课 程 的 讲稿 修改 而 成 ， 昌 的 是 为 数学 系 研 
究 生 提供 一 种 篇 幅 不 大 、 内 容 精 选 的 基础 教材 或 教学 参考 书 ， 

集 论 作 为 数理 逻辑 的 一 个 分 支 ， 是 数学 与 逻辑 的 交会 点 ， 集 论 
的 建立 和 发 展 深 刻 地 改变 了 整个 数学 的 面貌. , 

德国 数学 家 G.Cantor (1845 一 1918) 是 集 论 的 创始 人 ， 他 
在 关于 三 角 级 数 展开 唯一 性 的 研究 中 开始 了 对 无 限 集 的 探索 .他 
勇敢 地 向 数学 上 的 一 种 传统 观念 挑战 ， 这 种 传统 观念 认为 不 能 把 实 
无 限 作 为 数学 的 研究 对 象 ， Cantor 卓有成效 地 对 实 无 限 进行 了 细 
致 的 考察 ， 成 功 地 对 它们 进行 分 类 ， 取 得 了 丰富 的 研究 成 果 . 关于 
实 无 限 ， 他 曾 说 :“ 我 是 终 过 多 年 科学 上 的 努力 和 研究 ， 几 乎 违背 
我 的 意愿 …"， 逻 辑 地 被 迫 承认 的 . ”( 王 宪 钧 : 《数理 逻辑 引 论 》， 


究 对 区 生 过 二 地 本 的 由 册 风 a 
物 . 

， 本 世纪 初 集 论 中 关于 悖 论 的 研究 促进 了 公理 集 论 的 建立 ， 在 
公理 集 论 随后 的 迅速 发 展 中 贯穿 的 一 条 主线 是 连续 统 假 设 的 真 假 
问题 . 这 个 问题 一 百 多 年 前 由 Cantor 提出 ， 在 Hilbert 著名 的 
1900 问题 表 中 列 于 第 一 ， KK.G5del 于 30 年 代 与 P.J.Cohen 于 
60 年 代 关 于 这 个 问题 分 别 取 得 的 重要 研究 成 果 皆 属 本 世纪 最 杰出 
的 数学 成 就 . 

现今 的 公理 集 论 已 好 比 是 群 峰 管 立 层 蛮 枉 峰 的 风景 区 ， 书 中 
定 的 目标 是 : 攀登 其 中 的 两 座 主 峰 一 一 连续 统 假设 的 相对 无 矛盾 
性 与 相对 独立 性 ， 较 难 的 攀登 大 体 上 从 6.1 节 开 始 ， 书 中 所 涉及 
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的 证 明 都 力求 完整 ， 并 力求 使 每 个 攀登 处 都 有 合适 的 阶梯 . 
假定 读者 已 有 逻辑 演算 与 朴素 集 论 的 初步 知识 . 
中 国 科学 技术 大 学 研究 生 院 高 恒 丙 教授 、 中 国 科学 技术 大 学 李 
炯 生 教授 曾 阅 读 过 本 书 的 初稿 ， 并 提出 宝贵 意见 ， 此外， 北京 工业 
大 学 杨 安 洲 教授 曾 给 予 作者 以 支持 ， 在 此 谨 向 以 上 各 位 致 以 谢意 . 
最 后 要 特别 感谢 刘卫东 、 余华 敏 等 同志 ， 他 们 为 提高 本 书 质量 
付出 了 辛勤 的 劳动 . 


汪 芳 庭 


”1994 年 4 月 
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1 ”和 集 论 的 公理 化 


让 我 们 暂且 按 朴素 的 集合 概念 来 谈论 集 . 
例 1 所 有 拉丁 字母 构成 一 个 集 a: . 
a = {a, bc， ZW 2} 

a 有 26 个 元 素 : a Ea, bea,.…,，zEa. 但 a 本 身 不 在 上 述 

字母 之 列 ， 故 a¢ a. . 
例 2 所 有 含 十 个 以 上 元 素 的 集 构 成 的 集 记 作 8. 

例 1 中 的 集 a 有 不 止 十 个 元 案 ， 故 a 是 例 2 中 集 8 的 一 个 元 

素 : a € 8. 具有 十 个 以 上 的 元 素 的 集 是 很 多 的 ， 当 然 是 不 止 十 个 . 

也 就 是 说 例 2 中 的 集 8 有 不 止 十 个 成 员 . 按 8 的 定义 ， 有 是 8 自 

已 的 一 个 元 素 : 6e 61! 
1902 年 ， 英 国 数理 逻辑 学 家 Russell 提出 了 下 面 有 名 的 人 悖 论 . 

考察 由 所 有 不 是 自己 成 员 的 集 构成 的 集 5 : 

=({ 集 ol ug¢ a}. 

现 向 : 是 b € hp， 还 是 b ¢ 9 一 回答 阿 题 ， 立 即 导致 子 盾 : 
bEeb———>bgb {车 6 为 6 的 成 员 , 则 具有 性 质 : b ¢ 必 ) 
bgb==beb {b&b 若 具 有 性 质 b¢45， 则 bE 5b) 

Russell 迁 论 的 表述 十 分 简单 和 且 明 确 无 误 , 这 对 本 世纪 初 被 认 

为 是 已 可 靠 形 成 了 的 数学 基础 产生 了 冲击 ， 形 成 了 所 谓 “ 第 三 次 数 “ 

学 危机 ”. 

除 Russell 悖 论 外 ， 当 时 还 出 现 了 其 他 一 些 迟 论 . 出 现 这 些 迟 

论 ， 说 明 不 加 限制 地 使 用 “集合 ”一 词 会 出 毛病 . 构成 一 个 集 ， 必 须 

要 有 一 些 限 制 ， 必 须要 作 一 些 规定 . 这 就 导 玫 ° 了 集 论 的 公理 化 . 一 

般 把 由 Cantor 开始 建立 的 未 进行 公理 化 的 集 论 叫 敌 朴 察 集 论 ， 
常用 的 集 论 公理 系统 是 ZF 公理 系统 . (加 上 选择 公理 以 后 , 叫 
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做 ZFC 系统 . ) 这 种 系统 首先 由 Zermelo 于 本 世纪 初 提 出 ， 后 由 
Fraenkel 等 人 进行 了 修改 和 补充 . 除了 ZF 系统 ， 还 有 其 他 系统 ， 
例如 NBG (von Neumann-Bernays-G56del) 系统 . 在 NBG 系统 
中 ， 有 集 和 类 这 两 种 不 同 的 形式 对 象 . 

， 本 书 中 讨论 的 公理 系统 是 ZF. ZF 系统 的 形式 对 象 只 有 和 集 而 
没有 类 . 但 后 面 我 们 会 清楚 ，2F 系统 的 这 一 特点 并 不 妨碍 我 们 在 
该 系统 中 去 研究 类 ， 当 然 ， 是 在 特定 的 意义 下 去 研究 . 

在 ZF 系统 中 ， 我 们 把 集 理解 为 具有 公理 所 规定 的 性 质 的 对 
象 . 集 的 元 素 也 是 集 . 集 的 元 素 的 元 素 仍 然 是 集 . 除了 这 种 “世袭 的 
集 ”， 在 集 论 的 论 域 中 没有 别 的 东西 . 


1.1 ZF 系统 的 形式 语言 


除了 Russel 悖 论 , 我 们 还 会 遇见 另 一 种 类 型 的 麻烦 ， 
先 来 看 下 面 几 个 正 整 数 : 
第 10000 个 素数 ， 
数 987654321 的 平方 ， 
比 xl 大 的 最 小 整数 . 
它们 有 个 共同 点 : 用 不 超过 一 百 个 印刷 符号 就 可 明确 定义 . 印刷 符 
号 只 有 有 限 个 . 用 不 超过 一 百 个 印刷 符号 能 定义 的 正 整数 也 只 有 有 
限 个 . 下 面 我 们 来 定义 一 个 正 整数 zo: 
20 是 用 不 超过 一 百 个 印刷 符号 不 能 定义 的 最 小 正 整数 . 
但 上 面 定义 的 这 个 正 整 数 如 恰恰 是 用 不 超过 一 百 个 印刷 符号 
能 定义 的 ! ( 它 上 面 的 定义 只 用 了 24 个 符号 , ) 问题 在 于 上 面 所 用 的 
语言 中 , “能 定义 ?一 词 是 不 精确 的 . 
我 们 介绍 的 公理 系统 ZF( 或 ZFC) 是 用 形式 语言 来 表达 的 形式 
系统 -所 用 的 形式 语言 不 同 于 自然 语言 ， 是 一 种 人 工 语言 ,具有 畏 
确 、 不 含混 的 特点 . 
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ZF 系统 的 语言 含有 以 下 符号 . 

(1) 五 个 逻辑 连接 词 : ”~ (否定 词 )， vbr A 
一 (站 洒 动 ，~( 等 从 冯 ) 

(3) 两 个 关系 词 : (等 词 )，E( 属 词 ) 

(4) 可 数 个 变 元 ，z, y, zx .… (可 带 下 标 }. 

(5) 左 括号 (， 有 括号 )。 

由 以 上 符号 中 若干 有 限 个 符号 按 一 定 的 规则 形成 的 符号 串 叫 
做 公式 . 规则 有 两 条 : 

(I) xz €y，z 二 Y 是 公式 叫做 原子 公式 ， 其 中 z,y 可 以 
换 成 其 他 变 元 ; 

(I) 车 ep. 人 是 公式 ， 则 

PP)，(P)V (VP), (PIA(V), 2) 一人)， 

(p) = (办 ，vz(p)，3z(p) 
都 是 公式 ， 叫 做 更 高 层次 的 公式 ， 其 中 z 可 换 成 其 他 变 元 . 

形式 系统 的 命题 和 推理 都 是 用 这 种 语言 表达 的 . 对 这 种 形式 语 
言 可 作 多 种 解释 . 但 我 们 心目 中 的 解释 是 : 


” 变 元 一 一 集 ; E 一 一 是 .… 的 元 素 ; 
= 等 于 ; A 否定 : 

V 一 一 (可 兼 ) 或 ; A 一 一 与 ; 

一 一 一 如 果 - - .. 那么 .…-: + 一 一 当 且 仅 当 ; 
YX 一 一 对 每 个 集 xz.…; 3z 一 一 存在 集 z .. 


这 样 ， 一 个 公式 就 可 解释 为 某 个 关于 集 的 命题 . 例如 ， 公 式 
Vz ({(z Ea) (zx €b)) 
表示 命题 “对 任意 集 rz, z 是 集 a 的 元 索 当 且 仅 当 x 是 集 8 的 元 
率 ”; 公式 

3z Vy (~(KE r)) 
表示 命题 “存在 着 没有 任何 成 员 的 集 ”. 与 此 同时 ， 可 以 把 关于 集 
的 命题 翻译 成 公式 . 例如 ， 命 题 “ 存 在 把 一 切 集 作为 自己 成 员 的 
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集 ”( 不 论 其 真 假 ) 可 希 成 公式 
3r Vy (yy Ex). | 
命题 “存在 车 以 集 a 和 集 3 为 仅 有 元 家 的 集 ? 可 翻 成 公式 
3zyy ((y Er) (y= a) Vv (y= 0)). 
在 不 引起 混淆 时 ， 可 省 去 公式 中 的 一 些 括号 , 公式 ， 
(z=) 与 "(x €Y) 
常 被 分 别 写 作 
FY 与 x¢Y. 

为 了 方便 ， 常 在 公式 中 引进 一 些 缩写 , 例如 常 把 公式 
3z (xz EaNApr)) 与 yzltzEa 一 oz)) 
分 别 缩写 为 

3zkeaplz) 与 Yr Ea vy(r). 

把 公式 
3z (P(X) AYY (CR 一 了 = 7)) 

缩写 为 
3lz e(z) 

意思 是 : “唯一 存在 具有 性 质 y 的 z. ”有 时 甚至 还 在 公式 中 夹 进 一 
些 普 通 的 语言 (必要 时 可 以 消去 ). 这 样 做 可 使 公式 的 意义 更 容易 理 
解 ; 不 这 样 做 , 公式 就 会 写 得 很 长 ， 难 于 阅读 . 

关于 集 论 形式 语言 的 进一步 讨论 见 5.1 节 . 


1 .2 外 延 公理 与 内 涵 公 理 


.我 们 开始 讨论 ZF 公理 系统 ， 其 中 的 公理 是 逐步 引信 的 . 
(ZF1) 外 延 公理 
Yr (Ea mm yeEb —» 0=b 


这 条 公理 是 个 冀 涵 式 ， 根 据 等 词 的 可 苦 换 性 ， 此 式 的 反方 向 
， 


也 成 立 : 
a=b— Viz{zrEa—» Eb) 
合 起 来 , 有 
Yri(xEa om TEb)Ea=Db. 
根据 外 延 公 理 ， 二 集 相等 ， 指 它们 有 完全 相同 的 成 员 ; 任何 集 
都 由 它 的 成 员 完 全 确定 . 外 延 公 理 作 为 集 论 的 第 一 公理 很 好 地 服务 
于 数学 ， 表 现 了 数学 思维 具有 精确 性 的 特点 . 
引进 缩写 a C b， 它 代表 公式 
Yr (zzEa 一 工 ED， 
于 是 外 延 公理 可 写成 
(gCbAbCa) m= 0=0t. 
为 证 等 式 a = b， 可 分 开 证 a Cb 和 bc a. 
现在 希望 能 具体 地 构造 出 集 来 . 构造 出 的 集 应 是 在 我 们 的 语言 
中 能 精确 规定 的 . 常用 的 构造 方式 是 使 用 下 面 的 内 涵 公 理 . 


《2F2) 内 涵 公 理 
Vs dy Yr (EY ~ TES ADP(z)h)， 
其 中 p(xz) 是 任 一 不 含有 变 元 y 的 公式 . 


内 涵 公 理 的 含义 是 : 用 已 知 的 性 质 p(x) 可 以 形成 一 已 知 集 s 
的 子 集 y， 这 个 y 由 s 中 具有 性 质 w(z) 的 那些 元 素 构成 . 这 里 要 
求 公 式 lz) 中 不 含 变 元 y， 是 为 了 避免 变 元 于 扰 : 公理 所 断言 存 
在 的 集 y 不 应 预先 出 现在 plz) 中 . 
. 内 涵 公 理 通常 又 称 作 概 括 公 理 或 分 离 公理 . 
注意 [ZF2) 不 是 单独 的 一 条 公理 ， 而 是 一 神 公 理 模式 ， 其 中 含 
有 无 数 条 公理 一 一 每 个 公式 p(X) 都 对 应 于 一 条 公理 . 
命题 1 对 给 定 的 集 s 和 公式 p(z)， 由 内 涵 公 理 (ZF2) 所 
断言 存在 的 集 y 是 唯一 存在 的 , 即 
dy Yr (rEY © EsSAP(r)). 
证 明 ”对 给 定 的 s 和 ofz)， 设 & 和 > 都 是 (ZF2) 所 断言 存在 


5 


的 集 ， 我 们 有 
yafzeEy — XESA rr)) 及 
Yr {ZE2 — ES A Pr)). 
由 此 得 
Yi (EY — EZ), 
丙 由 外 延 公 理 (ZF1) 得 yy = =. 
证 毕 
有 了 命题 1 ， 我 们 可 按 通 常 的 习惯 将 'ZF2) 中 的 
Yi (rEY 一 2ES A PPz 
缩写 成 
y= falzEs A w(x)} 
或 
y= {zz€s| (2))}, 
等 式 右 边 {z € s | w(xz)} 表示 (ZF2}) 所 断言 存在 的 集 ， 它 是 唯一 
的 , 每 夫 遇 见 
i€ {lx€ ss| Pz)}. 
我 们 可 将 它 改 用 原来 的 诸 言 写成 
{Es A wltl, 
-内涵 公理 (ZF2) 现 可 写成 
Vs dy (y= {2 € s| v(x)}). 

在 公理 化 以 前 ， 人们 常 自 由 地 形成 集 {zx | P(z)}， 其 中 p(x) 
是 关于 z 的 某 种 性 质 . 我 们 已 经 看 到 ， 这 种 不 加 限制 地 形成 集 
的 方式 导致 了 Russell 悖 论 的 产生 : 令 = fix 人 zi， 则 得 
PEb 一 了 人 根据 (ZF2) 的 要 求 ， 不 能 说 f2 | wlz)} 一 定 是 集 
({12 zz 基 23}) 则 肯定 不 是 集 ), 应 用 (ZF2}， 必 须 先 给 定 集 s， 在 s 
内 部 可 用 公式 ofz)] 去 形成 s 的 子 集 . 

命题 2 不 存在 把 一 切 集 都 作为 自己 元 束 的 集 , 即 

-3s Vy (y € 3). 
证 朋 ”只 用 证 明 : 对 于 任何 集 s<， 都 存在 着 不 是 s 的 成 员 的 
6 


集 . 任 给 集 s， 作 和 集 
b={z€Es|z¢2e}. 
按照 (ZF2)，6 是 集 ， 是 s 中 所 有 具有 性 质 “z 4 x” 的 成 员 x 所 构 
成 的 s 的 子 集 . 下 面 证 明 5 s， 即 s 并 非 把 一 切 集 作为 自己 的 成 
员 . 事实 上 ， 假 设 5 es 便 导致 巴 盾 : 
beb 一 bq¢gb (b&b 是 4 的 成 员 的 性 质 ) 
bg¢b—:beb (由 hes 及 5¢4 可 知 bevb) 
证 毕 
分 析 命 题 2 的 结论 和 它 的 证 明 便 可 看 到 、， 有 了 内 湖 公 理 ， 
Russell 悖 论 就 不 会 出 现 . 要 规定 一 个 集 ， 不 能 光 和 尝 一 个 语句 ， 而 
是 手 尖 上 预先 有 一 个 集 s， 再 加 上 一 条 性 质 . 命题 2 指出 ， 包 含 一 
切 集 的 集 s 不 存在 . 苦 有 这 样 的 s， 则 内 涵 公 理 中 的 “z E 52 便 成 
了 虚设 ， 用 内 涵 公 理 形 成 集 的 方式 与 无 限制 地 形成 集 {x | w(z)] 
的 方式 并 无 区 别 ， 于 是 Russell 悖 论 又 可 重演 了 
至 此 我 们 尚未 见 到 一 -个 具体 的 集 . 第 一 个 具体 的 集 是 由 下 面 的 
命题 3 给 出 的 . 
命题 3 唯一 存在 没有 任何 元 素 的 集 , 即 
dy ve (zr¢y) 
证 明 将 (ZF2) 中 的 wp(2z) 取 为 x 关 之 ， 412) 中 的 。 取 
为 任意 一 个 集 ， 则 (ZF2) 及 命题 1 断 音 了 
dyVYe(rEy — rEsA v7). 
即 
3 y (y= {2 € slz ¥ +}). 
y 就 是 所 求 的 没有 任何 元 素 的 集 . 事实 上 , 兰 有 x E wy、 则 有 > #2. 
与 z = 2z 矛盾 . 
证 毕 
定义 1 ”{ 空 集 ) 
命题 3 所 断言 唯一 存在 的 集 叫 做 空 集 ， 记 作 &. 
定义 毕 


=} 


在 ZF 语言 的 字母 表 中 并 没有 6 这 个 符号 . 我 们 根据 命题 3 
引 人 这 个 新 符号 ， 是 为 了 方 使 . 如 有 必要 可 随时 消去 它 ， 从 而 不 
必 扩 大 原来 的 字母 表 . 事实 上 , “3? = op” 可 用 “Yz(z ¢ y]” 消 去 ; 
“pe 2? 可 用 “3y(y = 风 Ay E z)” 消 去 . 以 后 在 通过 定义 引入 新 符 
号 时 不 再 一 一 说 明 类 似 的 消去 方法 . 当然 ， 每 引 人 一 个 新 符号 都 须 
有 根据 ， 且 须 符 合 可 消去 原则 . 


1.3 无 序 对 与 有 序 对 


空 集 少 是 我 们 第 一 个 得 到 的 具体 的 集 . 除了 9 是 否 还 存在 别 
的 集 ? 由 前 面 两 个 公理 得 不 出 结论 , 为 了 得 到 新 的 集 ， 还 要 有 新 公 


(ZF3) ”无 序 对 公理 
3s (CEs Abes). 


无 序 对 公理 的 含义 是 : 已 知 集 g 和 集 b， 一 定 存在 以 a 和 5 为 
元 素 的 集 s. 根据 (ZF3) 与 (ZF2Y)， 可 作出 如 下 定义 . 
”定义 1 (无 序 对 ) 
设 有 集 a，b. 权 集 s 使 a,5 E st(ZF3) 肯 定 了 这 种 s 的 存在 
性 ) 由 & 和》 形成 的 无 序 对 ， 用 {a,45} 表示 ， 指 集 
{a,b} = {rE slz=av z=). 
定义 毕 
定义 1 用 了 (ZF3)， 还 用 了 (ZF2). 定义 式 右 边 的 集 是 内 涵 公 
理 (ZF2) 断 言 存在 的 . 在 使 用 (ZF2) 时 ， 公 式 el(z) 取 为 
Z=QVI= 少 
”出 定义 1 知 无 序 对 {a,8) 以 a 和 b 为 仅 有 的 成 员 : 
zzE{fab} oo z= Vv t=t. 
当 & = 了 时 ， 记 {4a} = {4,a}、 叫 做 由 集 a 形成 的 独 元 集 . 
S 


有 了 无 序 对 公理 (ZF3)， 可 以 用 它 去 形成 新 的 集 ， 如 {9}， 
{9,{9}},，{{9)}， {9 {{9}}}， 等 等 . 

在 无 序 对 {a,b} 中 ，a 和 的 地 位 是 平等 的 : {a,b} = {8, a}. 
如 果 想 要 让 a 和 5b 的 地 位 有 所 区 别 ， 应 如 何 做 ? 为 使 集 论 服务 于 数 
学 ， 这 是 重要 的 事 . 

定义 2 (有 序 对 ) 

以 集 a 为 先 ， 集 5 为 后 的 有 序 对 ， 用 (a, 刀 表示 ， 指 集 

(46) = {{a}, {4,0}}. 


定义 毕 
这 样 来 定义 有 序 对 ， 理 由 是 清楚 的 : 从 {{a},{a, 丰 } 中 ， 我 
们 看 到 集 a 和 和 集 2， 还 看 到 了 a 和 的 地 位 有 所 不 同 . 这 样 定义 的 
有 序 对 具有 性 质 : 
命题 : (a,8) = )— a=.cAb=d. 
证 明 {1) 0 (c,d) = (a,a) 得 
{{e}, {c,d}} = {{0}, {0,0}} = {{0}), {0}} = {{0)}, 
于 是 有 {c,d} = {4}， 进 而 得 c= d = a. 
(2) a 关 b 时 ，{c] 关 {4, 引 (否则 c = a = 站, 于 是 由 
{{c}, {c,d}} = {tay), {a,b}} 
可 得 {c} = {a) 和 {a,8} = {c,d}， 前 者 导致 c = a， 进而 由 后 者 
得 b= 二 dd. 
证 和 毕 
还 可 用 其 他 不 同 的 方 式 来 定义 有 序 对 ， 并 使 之 具有 命题 1 中 
的 性 质 . 只 要 有 此 性 质 ， 不 管 构 造 方式 如 何 ， 应 用 是 一 样 的 . 
利用 无 序 对 公理 (ZF3) 可 以 形成 很 多 新 的 集 . 这 种 集 的 形式 可 
能 很 复杂 ， 但 有 个 共同 点 : 至 多 有 两 个 成 员 . 驾 得 到 更 大 的 集 则 要 
有 新 的 公理 . ; 


练 习 一 


1 以 下 两 种 方式 定义 的 有 序 对 是 否 仍 具 有 命题 1 中 的 性 质 ? 
(I) (a,b) = {a,{b}}, 
(ID) {a,b) = {{{0},8},{{6}}}. 


1 .4 并 集 公 理 与 瞪 集 公理 


利用 内 涵 公 理 (ZF2)， 先 来 定义 集 的 两 种 运算 一 一 差 与 交 . 
定义 1 ”{ 姜 与 交 ) 
集 a 与 集 4b 的 差 : a -b= {xE€Ealj|zx¢0); 
集 a 与 集 6 的 交 : anb= {xEa|zxeb)}. 
定义 毕 
根据 (ZF2)，a ~ 5 和 a mb 都 是 集 . 在 用 (ZF2) 时 ， 取 s = ca， 


而 公式 po(z) 分别 为 45 和 zz Eb. 


利用 差 和 交 这 两 种 运算 可 形成 新 的 集 ， 但 都 是 在 已 知 的 较 大 


的 集 内 部 形成 较 小 的 集 ， 


现在 我 们 还 没有 根据 说 {zlz € a Vv x € 6)} 是 集 . 它 是 把 


的 元 素 和 5 的 元 素 合 并 到 一 起 构成 的 对 象 ， 我 们 当然 希望 它 是 集 . 
不 仅 如 此 , .我们 还 希望 把 更 多 的 集 的 元 素 合 并 在 一 起 而 成 的 对 象 也 
是 集 ， 这 就 需要 有 如 下 构造 新 集 的 原则 


“(ZF4) ”并 集 公理 
ds VrVy (TEY A YEa — LE ss). 


(ZF4) 是 说 ， 对 已 知 的 集 a， 存 在 着 集 s， 凡 是 a 的 元 素 的 元 


素 都 是 s 的 成 员 . 任 取 (ZF4) 断 言 存在 的 s, 便 可 把 a 的 并 集 作为 
s 的 子 集 来 定义 : 


定 X ( 关 ， 
集 a 的 并 ， 用 Ua 表示 ， 指 集 
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Ua= {zx € sldy € a(v € y)}, 
其 中 s 是 由 (ZEF4) 断 言 存 在 的 集 . 
定义 毕 
集 Ua 是 作为 s 的 子 集 用 内 涵 公 理 确 定 的 ， 它 是 由 a 的 所 有 
元 素 的 元 素 合 在 一 起 而 成 、Ua 的 元 素 就 是 a 的 某 个 成 员 的 元 素 : 
ZEUa = dyEal{r EY). 
常 把 Ua 写成 Ufzlz E a} 或 Uzeez， 把 Uf{a,0b} 写成 aUb. 我 们 


”有 


Uo =¢$, Uf{a}=&. 
有 了 并 集 公 理 和 并 集 定义 ， 便 可 构造 有 更 多 成 员 的 集 . 例如 ， 
{4,8,c} = U{{a,b}, {c}}, 
{a,b, c,d} = ULU{{a,b,c}, {d}}. 
定义 3 (一 般 交 ) 
集 a 的 一 般 交 (简称 为 a 的 交 )， 用 Na 表示 ， 指 集 
na=fzEualYyreal(zE 切 上 
定义 毕 
a 的 交 ma 是 作为 a 的 并 Ua 的 子 集 用 内 涵 公 理 笔 义 的 ， 不 
需要 有 新 的 公理 . Ma 是 由 au 的 所 有 成 员 的 全 部 公共 元 素 组 成 . 常 
把 na 写作 
Nn{zlz Ea} 或 nzecaz. 
我 们 有 
N{a,b} = aNb, 
此 式 右 边 已 由 定义 1 规定 过 . 
由 定义 ，nd = 内 
例 1 设 a= {{8,{40})},{{9},4{97})},{{9}}}， 则 
Ua = {8,498}, {{9}}}, 
Na = {{0}}. 
下 面 的 短 集 公理 可 使 我 们 由 已 知 集 以 更 快 的 速度 形成 更 大 的 
集 . 
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(ZF5) “和 幕 集 公理 
ds Yr lzCa 一 2E35) 


罕 集 公理 是 说 : 对 任 一 集 a， 存 在 集 s， 此 s 能 容纳 a 的 所 有 
子 集 . 任 取 这 样 的 s， 四 内 涵 公 理 便 可 在 s 内 部 定义 a 的 寡 集 : 
定义 4 ( 宪 集 ) 
集 a 的 窒 集 P(a) 指 由 < 的 所 有 子 集 形 成 的 集 
Po = fzeslzc 中 
其 中 s 是 (ZF5) 所 断言 存在 的 集 . 
定义 毕 
例如 ， 
P($) = {9}, 
P( {a.5}) 三 {¢$, {a}, {5}, {2,6}}. 
在 某 种 意义 上 ，U 是 PP 的 逆 运 算 ， 这 是 因为 有 公式 
UPIa) = 
此 公式 的 证 明 如 下 : 
ZEUPal 一 dy€P(a) (zr € vy) 
= dyCal(lzey) 
| 人 区 ECG 
但 把 公式 中 U 与 P 的 次 序 交 换 一 下 ， 等 式 就 不 一 定 成 立 了 . 
一 般 说 (Ua) 关 a. 但 总 有 a C P(Ua)， 这 是 因为 
ZEa 一 YESETY 一 YEUoa) 
一 CUue 
一 ZzE€Plua). 
例 2 zcEaAgaEn 一 (xz,y) € P(P(aUD). 事实 上 ， 
TEANYEL 一 地 jz ycCaub 
一 {z},{7z,9} € Pla yb) 
— {{2},{2,9}} C Pla ub) 
— (x,y) € PlPlau bb)). 


车 集 g 及 个 成 员 ， 则 a 的 窒 集 有 27 个 成 员 ， 所 以 利用 等 集运 
算 哺 可 以 得 到 很 大 的 集 . 但 至 此 (利用 现 有 的 公理 (ZF1)-(ZF5)) 我 
们 能 具体 拿 出 来 的 还 只 是 有 限 集 . 


练 习 二 
进行 以 下 计算 : 
1. Ut{{a,b,c), {a,d,e}, {a,f}} 
2. N{{a,b,c}, {a,d,e}. {a,f}} 
3,. NN (a,b) 
4 (NU (ad) UU (UU (a,b) — UN ta,bd)) 
5、 若 a Cb (anb)yul(e -8b)=? 
6. PP(y) 
7. PPPIY) 
3. PPPPl9) 
9. N{P PP (0)),P P (8)),P (内 


10. J CP ({9,{8}}) — {6, {8}}) 


1 .5 关系 与 映射 


利用 有 序 对 的 概念 可 以 定义 Descartes 积 集 而 不 需要 新 的 公 
理 . 在 集 论 的 框架 内 表现 数学 ，Descartes 积 集 是 个 重要 概念 . 回 
忆 1.4 节 例 2 中 证 明 的 事实 : 
TEaAyEL 一 (ryEPP {aUD). 
这 个 事实 使 得 下 面 的 定义 是 合理 的 . 
定义 ] (Descartes 积 ) 
由 集 a 与 集 形成 的 Descartes 积 集 ， 用 a x 表示 ， 招集 
a x b= {(z, W|Irena A yE€b). 
定义 毕 
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a X 作为 克 疡 (eu 的 子 集 由 内 涵 公 理 肯 定 了 它 的 存在 . 
一 般 说 ，a x b 关 b x a. 由 定义 ， 
axb=p :> =v bg. 

为 了 用 集 论 表现 数学 中 各 种 对 象 之 间 的 形形色色 的 具体 关系 ， 
先 要 研究 抽象 的 集 的 关系 ， 

定义 2 (关系 ) 

车 rzCaxbp 则 7 叫做 集 a 到 集 b 的 关系 . 

定义 毕 

a 到 6b 的 一 个 关系 7 是 由 一 些 有 序 对 组 成 的 ， 这 些 有 序 对 的 
第 一 分 量 取 自 a， 第 二 分 量 取 自 6. 

因 $C a x6， 故 4$ 也 是 一 个 关系 . 

有 时 把 (x,y) Er 写成 zry. 

关系 ” 的 定义 域 Domfr)， 值 域 Ran{r) 及 关系 的 逆 关 系 
fl 分 别 指 

Dom(r) = {z€ a|3y eb (z,y) er), 
Rantr) ={yeblarea(z:y) er}, 
r = fyz)1fz,y) er 
cCa 时 ,在 c 上 上 限制， 用”fe 表示 ， 指 
rfe = 他 zy)crlzee， 
此 时 ec 在 ”之 下 的 象 ， 用 rfe] 表示 ， 指 
r[c] =Ran (r[e) 
={y Eb|13zEc 使 (z,y) Er}. 
又 设 s 是 b 到 < 的 关系 . 与 s 的 复合 用 sor 阁 示 ， 指 
sor= {(z,z)| 3y € b((z,y) Er A(y,z) Es)}， 
所 以 sor 是 a 到 cc 的 关系 . 我 们 有 
(sor) l=r-los-l, 
Dom {7-7!) = Ran (7)， 
Ran (7-1) = Dom (7). 
a x a 的 子 集 叫做 a 上 二 元 关系 . 
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下 面 定 义 的 映射 也 称 作 为 函数 ， 是 一 种 特殊 的 关系 ， 是 我 们 
熟悉 的 函数 概念 的 推广 . 

定义 3 【映射 ) 

若 a 到 5 的 关系 f 具有 性 质 : 对 任意 x E ec， 有 唯一 的 y GE 
使 (z,yjEF 则 了 叫做 到 的 映射 (或 函数 )， 

定义 毕 
定义 中 映射 所 具有 的 性 质 可 写成 
vzEa3glyeEbf(zo)E 

是 ae 到 上 的 映射 ， 记 作 ff: a 一 ;6b. 

(z,y) € f 有 时 写作 > 一 y， 还 常 按 习惯 写成 y = f(z). y 
叫做 x 在 了 之 下 的 象 (或 值 )，z 叫做 y 在 f 之 下 的 原 象 . 

注意 映射 的 定义 的 特点 . 按 通 常 对 函数 的 理解 ， 函 数 是 一 种 对 
应 规律 ， 是 自 变量 与 因 变 量 之 间 的 对 应 规律 . 现在 的 定义 撤 开 了 这 
种 对 应 关系 的 具体 含义 ， 而 抓 住 这 种 对 应 规律 的 外 延 一 一 所 有 由 
z(“ 和 输入 ”) 和 y(“ 输 出 ”) 组 成 的 属于 f 的 有 序 对 (z,y). 按 通常 的 
理解 ， 这 里 的 映射 应 是 函数 的 “图 形 ” 

映射 了: a 一 b 是 特殊 的 关系 ，f 的 定义 域 Dom(f) = &a. 
f 的 值 域 Ran(f) Cb， 或 写作 fla] Cc &. 

车 f[a] = 多 则 映射 上 叫做 a 到 4 的 满 射 . 

若 a 的 不 同 元 素 在 f 之 下 的 象 各 不 相同 ， 即 

Vr1,T2 Ea (rT1 #22 一 fi) # f(z2)), 

则 称 有 是 单 射 . 

映射 f ; a 一 b 与 g: 5 一 > c 的 复合 记 为 gof : a- ec. 
它 的 定义 式 为 

go f(x) = glf(2)). 

易 知 单 射 的 复合 仍 是 单 射 

映射 /的 逆 关 系 f-! = {(y,z)|(z,y) € f} 不 一 定 是 Ran( 月 
到 a 的 映射 . 但 若 f 是 4 到 b 的 单 射 则 f-1 是 Ran( 有 到 4& 的 
映射 ， 叫 做 的 逆 映 射 (或 反 函 数 ). 
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若 映 射 了 : a 一 > 5 既是 单 射 又 是 满 射 ， 则 叫做 a 到 5 的 双 
射 . 这 时 a 中 每 个 元 素 都 在 5 中 有 一 个 象 ， 且 只 有 一 个 象 (f 是 映 
射 ); 5 中 每 个 元 素 都 在 a 中 有 一 个 原 象 {f 是 满 射 )， 且 只 有 一 个 原 
象 (f 是 单 射 ) 这 时 易 知 f-i 是 5 到 a 的 双 射 . 两 个 双 射 的 复合 仍 
是 双 射 . 
设 cCa 才 9 是 了 在 c 上 的 限制 ， 即 g = ffc， 则 有 
YzEcl(gz)= f(z)). 
三 时 了 叫做 9 的 扩张 . 
常用 符号 全 表示 a 到 4 的 映射 的 全 体 : 
b= {ff :a 一 从. 
有 了 时 也 写作 如， 


练 习 三 


1， 设 a,b 分别 有 m 个 元 素 和 m 个 元 素 . 从 a 到 5 的 关系 总 
共有 多 少 个 ? 列 出 a = {z,y,z} 到 6&8= {t} 的 所 有 关系 . 

2， 设 二 = {(98,{6,{9}}),({9$},9$)}， 下 是 映射 吗 ? 写 出 
Dom(7), Ran(f), f(9), ld], FL{6, F196, 7 16), F796, {8}}. 

3. 设 4= {2,y,z}), b= {s,t}. a 到 b 的 关系 共有 多 少 个 ? 
写 出 其 中 所 有 a 到 6 的 映射 (用 表 列 出 ). 其 中 有 几 个 满 射 ?+ 有 没有 
单 射 ? 

4， 设 a = {z,y,z}. “a 有 多 少 个 元 素 ? wa =? ad =? 
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2 序 数 


2 .1 偏 序 、 全 序 与 良 序 


数学 中 ， 序 的 概念 是 重要 的 基本 概念 之 一 , 当 我 们 将 有 限 对 笨 
的 性 质 推 广 到 无 跟 的 对 象 时 ， 序 的 概念 更 起 重要 的 作用 

定义 1 ( 偏 序 ， 偏 序 集 ) 

设 7 是 a 上 的 二 元 关系 : r Cax a. 若 ， 具有 性 质 

(I) 反 自 反 性 Vz Eal(zx, 2)#4r， 

(五 ) 可 递 性 

Vr yzEat{(r, YErA (yz2) Er 一 (7, z) Er), 
则 把 * 叫做 a 的 一 个 偏 序 ，{a, 7) 叫做 偏 序 结构 ,并 称 o 为 " - 偏 
序 集 ， 或 简称 为 篇 序 集 . 
、 定义 毕 

下 面 常 把 (z，?y) Er 写成 x < ?4， 偏 序 的 性 质 可 写成 : 

{I) 反 自 反 性 VzEazxxz, 

{I) 可 递 性 YrzyzEn(zx<yAYy<z— 2<2z). 

命题 ] 设 a 是 偏 序 集 . 对 任意 zx，y E a， 以 下 三 种 情形 
至 多 出 现 一 种 : 

TXT<Yy, T=Y, YX<Y. 

证 明 ”以 下 情形 皆 与 候 序 的 反 自 反 性 相 矛 盾 : 

rz<yAZ=yYy 一 Y<Yy (由 等 词性 质 ) 

XX 二 yA 人 Ay<r— y<y (由 等 词性 质 ) 

zr<yAy<z 一 Zz<w (由 可 递 性 ) 

证 毕 


Z<4 也 写成 y > 2. 

z&3y 或 3 之 z 表 示 z<yY VYZT= 引 

对 偏 序 集 wo 及 x Ea， 

1” 若 wEaygz， 则 称 z 是 ua 的 极 小 元 ; 

2。 若 VyEazr< y， 则 称 x 是 a 的 最 小 元 ; 

3” 若 YVy E 4 工交 y， 则 称 z+ 是 4a 的 极 大 元 ; 

4 若 Vy Eay<z， 则 称 z 是 a 的 最 大 元 . 

对 一 般 的 偏 序 集 ， 并 非 集中 任意 两 元 素 都 可 比 大 小 . 偏 序 集 的 
最 小 元 一 定 是 极 小 元 , 但 极 小 元 不 一 定 是 最 小 元 . 最 小 元 若 有 ， 则 
唯一 ; 但 极 小 元 却 可 能 不 唯一 . 极 大 元 与 最 大 元 的 关系 也 如 此 . 

二 元 关系 “C 但 关 ” 是 任何 集 a 的 偏 序 . 按 此 偏 序 ， 若 取 

a = {9, {8}), {{8}}, {8, {9}}}, 
则 $ 是 a 的 最 小 元 ，{8，{ 办 }} 是 a 的 最 大 元 . 若 取 
a = {{9}, {1{9}}, {$, {8}}}, 
则 a 没有 最 小 元 ， 却 有 两 个 极 小 元 : {9} 和 {1{6}}. 若 取 
a= {9, {6}, {{9}}}, 

则 a 没有 最 大 元 ， 但 有 两 个 极 大 元 : {8} 和 {{98}}. 

把 ga 的 偏 序 限制 在 a 的 子 集 86 上 ， 便 得 问 的 偏 序 . 若 有 a 中 
元 索 x 满足 

2 之 了 中 任 一 元 素 , 

则 z 叫做 六 在 a 中 的 下 界 . 下 界 可 以 属于 5， 也 可 以 不 属于 
b. 同样 可 定义 上 界 . 

定义 2 (全 序 ， 全 序 集 ) 

若 a 上 二 元 关系 “<” 具 有 性 质 : 

(I】) 反 自 反 性 Yr eux#z, 

(HI) 可 递 性 Vz, y, zEa(z<yAYy<z 2<z), 

( 亚 ) 三 分 律 Vz, yeEalz<yv z=yVy<z) 
则 *<” 叫 做 & 的 全 序 ，(a，<) 叫做 全 序 结构 、a 叫做 全 序 集 . 

定义 毕 
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.全 序 就 是 满足 三 分 律 的 偏 序 . 在 全 序 集 a 的 任意 元 素 间 可 以 
比 出 大 小 . 结合 命题 1 ， 对 a 的 任意 元 素 z, y， 以 下 三 者 必 居 和 且 
只 居 其 一 : zZ < yy zz = 2 2 < 7 

全 序 集 也 叫做 线 序 集 ， 或 简称 为 序 集 . 全 序 集 的 子 集 当 然 也 是 
全 序 集 . 全 序 集 的 极 小 (大 ) 元 就 是 最 小 大 ) 元 . 

下 面 定 义 的 良 序 也 称 整 序 ， 是 超 穷 论 法 的 又 一 重要 概念 . 

定义 3 ( 良 序 , 良 序 集 ) 

若 a 上 的 二 元 关系 “<” 具有 性 质 : 

(I) 反 自 反 性 Vz Ea (x #22), 

(了) 可 递 性 VYz,y,zEn(zx<yAYy<z om 7<2), 

( 百 ) 三 分 律 Vz,yEa(z<yV z=yYV yy<r), 

(IY) 和 良 基 性 ua 的 任 一 非 空子 集 有 极 小 元 ， 

则 把 *<2” 叫 做 a 的 良 序 ，(a，< ) 叫做 良 序 结构 ，a& 叫做 良 序 集 . 
定义 毕 
良 序 就 是 具有 和 良 基 性 的 全 序 . 结合 三 分 律 和 和 良 基 性 ， 良 序 集 的 
任 一 非 空 子 集 都 有 最 小 元 (不仅 是 极 小 元 )， 

最 简单 的 良 序 集 是 空 集 少 

设 bCa 把 a 的 良 序 限 制 在 5 上 ， 则 45 也 是 良 序 集 . 

我 们 常 希望 给 集 建立 良 序 ， 是 因为 归纳 法 可 推广 到 一 般 良 序 
集 . 

定理 1 ( 超 限 归 纳 法 ) 

设 a 是 良 序 集 ，wlz) 为 任 一 含 x 的 公式 ， 则 有 

yzrEalyyEaty<z 一 m(O) 一 m(zh) 
— YrE€Ea {zr). 
证 明 作 和 集 
b= {zr € a (2)}. 
{上 反 证 ) 假 设 存 在 zx 使 2 (z) 不 成 立 ， 即 6 关 5$， 那 么 b 有 最 小 元 ， 
设 为 zo，zo Et 刀 故 吕 (zo)] 不成立; zo 是 最 小 的 ， 比 zo 小 的 任 
一 y 都 使 p(y) 成 立 . 这 时 由 已 知 条 件 ，gp (zo) 又 必须 成 立 . 矛 
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盾 . 
证 毕 
用 超 限 归纳 法 证 明 形 为 Yx E a p (z) 的 命题 ， 步 又 与 通常 的 
归纳 法 相同 . 任 取 x E ea， 先 作 归纳 假设 : y < z 时 ，o (四 都 成 
立 . 然后 证 明 yp (z) 也 成 立 . 对 & 的 最 小 元 zo 无 归纳 条 件 可 用 ， 
须 直 接 验证 w (zo ) 成 立 . 
命题 2 设 a 为 良 序 集 . 若 映 射 上 : 4 -一 a 是 保 序 的 ， 即 
zc<2a 一 fr1) < f(r2), 
则 对 任意 2 Ea 有 fz < f(z). 
证 阴 ”为 证 Yr € a (x < f(x))， 对 xz € a 归纳 . 
对 a 的 最 小 元 zo，zo < f(zo) 显然 成 立 . 
作 归 纳 假设 : 当 y < z 时 有 ?2 < f(y). 
下 证 x < f(x). ( 友 证 ) 假 设 
f(z) < z. (1) 
由 (1) 及 归纳 假设 得 
f(z) < FFz)) (2) 
又 由 (1) 及 f 的 保 序 性 得 : 
f(f(7)) < flz}. (3) 
(2) 与 (3) 矛盾 
证 毕 
命题 2 可 用 下 面 更 为 直接 的 形式 证 明 . 作 5 = {z ea| f(z) < 
z}， 只 用 证 8 = 乡 ( 反 证 ) 假 设 b 关 $8. 作为 a 的 非 空 子 集 ，5b 有 
最 小 元 ， 记 为 xo. xo Eb 故 flzo) < To. 由 了 的 保 序 性 得 
f(f(zo)) < f(z0)， 从 而 f(zo) E b， 这 与 zo 在 5 中 的 最 小 性 巴 
盾 . 
定义 4 ( 同 构 ) 
设 a, 5 分 别 以 <。 与 <。 为 各 自 的 良 序 . 车 存在 e 到 5 的 保 
序 双 射 p， 则 说 a 与 b 何 构 ， 记 作 a < b， 或 简 记 作 a ~ b， 并 说 
2 是 wa 到 ， 的 同 构 , ww 保 序 ， 指 
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Yr1, T2 Eu (x1 oars 一 p(T1) <e P(E2)). 
定义 毕 
由 定义 即 知 良 序 集 间 同 构 的 如 下 基本 性 质 : 
(I) 自 反 狂 av af(7T: 4 一 > 4 是 恒 等 映 射 
(IT) 对 称 性 a%b bo， 
(本 ) 可 递 性 aa 二 入 5 ce oo ce 
定 妇 5 ( 良 序 集 的 前 段 ) 

设 6 为 良 序 集 且 x € a. 以 z 为 限 的 a 的 前 段 ， 用 az 表示 ， 
指 集 和 
ar={tEali<zh 

定义 毕 
ar 是 由 a 中 所 有 小 于 > 的 元 素 构成 的 a 的 子 集 . 每 说 起 a 的 
前 段 cz， 自 然 有 > E ae， 且 Y 有 ar ( 香 则 与 序 的 反 自 反 性 矛盾 ). 
az 也 是 和 良 序 集 ， 但 与 a 有 不 同 的 序 结 榴 : 
命题 3 良 序 集 a 和 它 的 任 一 前 段 ax 不 同 构 . 
证 明 假设 a 4。，f 是 a 到 av 的 保 序 双 射 . 因 f(z) e os， 
由 az 的 定义 ，f(z)】 < z. 但 由 命题 2 知 x < J(z)， 矛 盾 ， 
证 毕 
命题 4 车 a 6b 县 wxEa, 由 则 az ~ Drs): 
证 明 将 a 到 6 的 保 序 双 射 了 了 ar 上 ， 使 得 wx 到 
byr) 的 保 序 双 射 [cz 
证 毕 
命题 5 自序 集 前 段 的 前 段 仍 是 该 良 序 集 的 前 段 ， 即 
(Gx)y = @y. 
证 明 因 ye€azs, yy < Xx， 且 因 
az={téan|lt<z), 
故 当 上 < yy 时 有 
tfEar 一 上 ECG， 
由 此 得 
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(azr)y = {fi € ar|t < y}={ E alt 芯 y} = Qy， 
证 毕 
命题 6 设 a, 5 为 良 序 集 ， 则 以 下 三 种 情形 至 多 出 现 一 


(TI) ga~b; 

(1) a~ by, yeESb: 

(HH) Pb~azr, TENQ. 

证 明 由 命题 3 ，(I) 与 (Hf)，( 了 工 ) 与 Oi 

现 很 设 {了 ) 与 (了 I) 局 同时 成 立 . 由 (II) ， 设 设 a 区 bb . 则 由 命 
题 4 知 

az ~ (ya = br(s), 
由 此 及 ( 亚 ) 即 得 ~ bjy(z)， 与 命题 3 矛盾 ， 

证 上 毕 

下 面 建立 的 良 序 集 基本 定理 是 良 序 集 之 间 关 系 的 基本 性 质 ， 是 
序数 理论 的 基础 . 

定理 2 (和 良 序 集 基 本 定理 ) 

设 a, 8 是 良 序 集 . 以 下 三 种 情形 必 居 其 一 . 

(I a~b; 

(HI) 3yé€Eb8 a~b,; 

(HI) dr Ea bo~ ds. 

证 上 明 ”和 作 & 到 4 的 关系 f{C a xb): 

f= {(z, Wz Ea, y eb, a ~ by}. 

记 4d =Dom(f), + = 二 Ran(f). 证 明 分 成 以 下 几 点 . 

1 了 是 dd 到 > 的 映射 . | 

事实 上 ， 对 任意 z € d， 存 在 y Eb 使 (zx, y) € f/， 从 而 
y E77, 且 y 是 唯一 的 ， 因 为 

(z, JE A (2, EF — ar~by A ar ~ b,, 

一 1 二 yz (由 命题 3) 
2°? 了 是 单 射 . 事实 上 ， 
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(z1, Y) Ef A (rT2, WEF = by~ar A by~ ar, 
一 ZX1 = zy. 

3” 了 是 d 到 7 的 满 射 ， 因 为 Ran(f) = >. 

4" 了 是 保 序 的 . 事实 上 ,， 设 上 中 ri < z?， 则 对 应 于 7 中 的 
急 < 名 ( 胡 二 用 71), yo = f(z2)). 这 是 因为 : 单 射 性 使 yi 去 妇 . 
假如 加 < 加， 则 有 . 

ba dr = (0 ) ss: da bs = (Db, J 
”这 与 命题 6 矛盾 . 

综合 以 上 1° 一 49， 得 到 结果 : d 必 7. 

5" 下 证 d=& 与 r= 了 二 者 必 居 其 一 . 

若 d 关 a，a 一 d 了 关 5， 则 a 一 d 有 最 小 元 记 为 xo. 我 们 
来 证 明 d = ar. 先 设 zx € azo，7 < XI0， 这 时 z E d( 注 意 zo 在 
4 一 d 中 的 最 小 性 ) 再 设 >E d， 则 xz 关 2z0( 因 zo € a 一 d). 这 时 
要 证 > < zo， 从 而 z E ar。 ( 反 证 ;假设 z > x0. 因 *x Ed, 由 d 和 
/的 定义 ， 存 在 YE 日 使 az > b,. 又 由 命题 4 知 az ~ by(zo)- 
这 说 明 (zo, 9g(zo)) E f， 从 而 zo ed, 与 zoEa 一 xd 矛盾 . 

同 理 可 证 当 7+ 关 5 时 7 一 5b,。， 其 中 yo 是 b 一 7» 的 最 小 元 . 

d 关 a 与 7 关 6 不 能 同时 成 立 ， 否则 由 

azo=d~ r= bo 
导致 (zo, yo) E f，zo € d， 这 与 zo Eu 一 df 矛盾 . 所 以 下 面 三 种 
情形 必 居 其 一 : | 

(I) ag=d Apb=r 此 时 ，a ~ b, 

(I) a=d A bz#¥7, 此 时 a~7 = 4b,， 加 是 b 一 7 的 最 
小 元 ， | | 

( 开 ) a 关 d 和 A b=7r， 此 时 b~d 一 aj。 zo 是 a 一 d 的 最 
小 元 . 

证 毕 

定理 2 告诉 我 们 任意 两 个 良 序 集 都 可 进行 比较 . 
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练 习 四 


1， 设 ae = {z， 分 . 试 列 出 a 的 所 有 可 能 的 偏 序 . 

2， 设 a = {rz, Y，z}. a 有 多 少 不 同 的 偏 序 ? 列 出 其 中 的 全 
序 . 

3， 设 a 是 良 序 集 ， 且 存在 双 射 上: a 一 > 5b. 证 明 集 45 是 可 
良 序 的 . {此 时 说 f 由 o 的 良 序 诱导 出 的 良 序 . ) 

4、( 辐 构 的 唯一 性 ) 设 4, 5 为 良 序 集 a 5 且 a 之. 证明 
f=5g. 


2 .2 序数 及 其 性 质 


在 建立 序数 概念 之 前 ， 先 引进 可 北 集 的 概念 . 
定义 1 (可 递 集 ) 
集 a 是 可 递 集 ， 如 果 a 的 元 素 的 元 素 还 是 a 的 元 素 ， 即 : 
?ETITEU 一 YE. 
定义 毕 
可 递 集 的 性 质 可 等 价 写 成 以 下 各 种 形式 : 
Yr Ea (rz C a), 
vr Ea (rz € Pla)), 
a C Pla), 
UaCcw.. - 
例 1 “= {8，{9},， {9，49}}} 是 可 递 集 . 
b= {9 {9}，{6，{9)}，{{5 旧 上 j 不 是 可 递 集 . 

(2 中 缺少 {{8}}.) 
序数 是 作为 一 种 以 关系 “Ee” 为 良 序 的 特殊 的 可 递 集 定义 的 : 
定义 2 (序数 ) 

E - 良 序 的 可 递 集 叫做 序数 . 或 者 说 ， 具 有 以 下 性 质 的 集 a 叫 
做 序数 : 
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(I) YrxEa(zgz) (E- 反 自 反 性 ) 
(I) VYzx, y, ZEa(zEyEz 一 XEz) (€ -可 递 性 ) 
(IJ Yr, yeEa(zrEy VY z=Yy VY yEr) (€ -三 分 律 ) 
{IV) a 的 任意 非 空子 集 b 有 € - 最 小 元 (€ - 县 基 性 ) 
(Y) a 是 可 递 集 ， 即 Yz EeE a vy € z(ty €a). 
E 定义 毕 
后 面 如 不 作 说 明 ， 字 母 gq， 8， 7，… 自动 表示 序数 . 
命题 1 Yr E afas = 2)- 
证 明 按 良 序 集 前 段 的 定义 ， 
ar= {iti€Eal|icerz} 
二 |t&Ex}  ( 因 a 是 可 递 集 , 故 tEzxz 一 tea) 
一 ZF， 
证 毕 
命题 2 序数 的 元 素 也 是 序数 . 
证 阴 设 xE€ a. 由 命题 1，x 一 as C a. 3 作为 a 的 子 集 ， 
也 是 E - 良 序 集 . 因 a 是 < - 偏 序 的 , 故 有 yE zE x 一 y€ zx{ 注 
意 a 是 可 递 集 ， 当 y € sz €E zx 时 , 有 yz € a)， 这 说 明 zx 也 是 可 
递 集 ，z 是 € - 良 序 的 可 递 集 ， 故 x 是 序数 . L 
证 毕 
空 集 $8 是 最 简单 的 序数 ， 它 是 所 有 其 他 序数 的 成 员 : 
命题 3 a — bEa. 
证 了 明 设 a 关 从 则 0 有 E€ -最 小 元 ao. 可 断言 ao = 四 事 
实 上 ， 若 CD 天 人 ， 则 存在 Coo E G0. oO 是 可 递 集 ， 故 00 €E ao, 
这 与 oo 的 最 小 性 矛盾. 
证 毕 
命题 3 是 说 : 在 所 有 序数 之 中 ， 空 集 力 是 最 小 者 . 
命题 4 oOo~8— a=p. 
证 明 设 a 必 6. 先 归纳 证 明 yz € a f(x) = x. 
z = 四 时 ， 由 的 最 小 性 及 /的 保 序 性 得 Fo) = 5. 
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假设 上 Exz 时 有 f(t) = 1， 于 是 
r= {titezx} 
二 {f(t) | te zz) (由 归纳 假设 ) 
= {f(t)| te ar) (由 命题 1 ) 


= flaz] 
= Byez) (由 2.1 节 命 题 4 wy a Btn) 
= f(z) (命题 1) 
最 后 有 
ao={z|rz€a}= {f(2)|r Ea0}= fla]= 8. 


证 毕 

下 面 的 定理 1 是 本 节 的 主要 结果 . 

定理 1 若 集 的 元 素 都 是 序数 ， 则 该 集 是 € - 良 序 集 . 

证 明 ” 设 集 a 的 元 素 都 是 序数 ， 要 证 a 是 € - 良 序 集 . 

(I 工 ) Ya €E a,， a a. (车 a E€ a， 则 由 定义 2 (I),， 有 a oa) 

(H) YaByEa, akgps7y 一 ace7y ( 因 Y 是 可 弟 集 ) 

( 耳 ) Ya 8 € a，a 与 #8 都 是 良 序 集 . 利用 良 序 集 基 本 定理 ， 
以 下 三 种 情形 必 居 其 一 : 

a~p; QC~,=y, PP~ar= 7. 
由 命题 4 ， 它 们 分 别 相应 于 
a=, a=y€f, P=rEea. 

(IY) 设 b 是 a 的 任 一 非 空子 集 . 下 证 5 有 &€ - 最 小 元 . 取 
a € b, 这 时 有 两 种 可 能 的 情形 : 

当 anb= 9 时 a 就 是 bb 的 € -最 小 元 , 否则 有 ao E 5b， 
ao EQa， 于 是 amp 大 办 

当 anmb 关 多 时 ，ana 作 为 a 的 非 空子 集 有 € -人 最 小 元 
Yo， 这 个 7o 也 是 5b 的 € - 最 小 元 . 事实 上 ， 若 男 有 Yoo EP 使 
?oo E Yo0， 则 有 ?on E Qa( 因 a 是 可 递 集 ). 这 导致 yoo E a 站 nb, 与 
7o 的 最 小 性 矛盾 ， 

证 毕 
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定理 1 指出 ， 任 何 两 个 序数 a 与 8 之 间 用 E 可 比 大 小 : 
acpva=0Y DECa- 
若 规 定 a <8 一 a € B86， 则 有 
a<HVvVva=fiv <a. 
今后 ， 常 将 a € B 写成 a < 8. 
此 外 易 知 : 
a<B—o aCB 人 azp, 
aa<p -> ach. | 
定义 3 ( 集 的 后 继 ) 
集 a 的 后 继 ， 用 a' 表示 ， 指 集 
a =aUf{a}. 
定义 毕 
命题 5 (I) 车 a 是 序数 ， 则 a 的 后 继 a' 也 是 序数 . {ox 
叫做 a 的 后 继 序 数 ) 
(I) 若 集 a 的 元 素 都 是 序数 ， 则 Ua 也 是 序数 ， 且 是 a 的 
最 小 上 界 . 
证 明 (I) 设 是 序数 ， 则 a 的 元 素 都 是 序数 (命题 2 ). 这 
样 ，o 的 元 素 也 都 是 序数 ， 因 为 a' 比 a 多 了 一 个 元 素 a. 由 定理 1 ， 
ca“ 是 E- 良 序 集 . 还 要 证 明 a' 是 可 递 集 . Ld auUfa}， 
这 了 时 有 了 两 种 可 能 : 
当 y =Q 时 EoaCa' 
当 yE a 时 ， 因 ao 是 可 递 集 也 有 xz Eaca. 
(I) Ua 与 a 一 样 都 由 序数 组 成 ， 由 定理 1 ，ua 是 E -和 良 
序 集 . 又 易 知 Ua 是 可 递 集 ， 故 Ua 是 序数 , 再 有 
GER 一 caCUa oo a Ua, 
这 说 明 Ua 是 a 的 上 界 . 最 后 设 8 < Ua， 即 8 e Ua， 于 是 
Ja€éafetaMmi<a, 
这 说 明 6 不 是 e 的 上 界 ， 所 以 Ua 是 a 的 最 小 上 界 . 
证 毕 
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命题 6 不 同 的 序数 有 不 同 的 后 继 : 
a< 有 一 of < 
证 明 和 根 设 ee<8 且 有 < aa， 则 8eB8Co， 于 是 有 
Bea 或 B=a, 与 a < Bf 了 矛盾. | 
证 毕 
以 下 是 一 些 具体 的 序数 : 
», 
内 = 人 me = {9}, 
的 = = {0}N {4{9}} = { {8}}, 
由 ”一 {9, {8}} = {6, {9}, {8, {9}}}, 
让 我 们 来 考察 由 所 有 序数 构成 的 对 象 ， 用 On 表示 : 
On = {zx | xz 是 序数 }. 
On 是 不 是 集 ? 先 假 设 On 是 集 . On 由 序数 组 成 ， 由 定理 1 ，On 
是 E - 良 序 集 . 根据 命题 2 ，On 还 是 可 递 集 : 
EQCE On 一 7EOn， 
这 就 得 出 结论 一 一 On 也 是 序数 ;On € On ! 但 On 作为 序数 
Qn 的 成 员 ， 应 具有 定义 2 中 的 性 质 (1 ): On ge On， 矛盾. 
这 就 是 有 名 的 Burali - Forti 导论 . 它 出现 的 根源 在 于 浴 用 内 
涵 公 理 ， 把 {zx | z 是 序数 } 当 作 集 . 上 面 的 讨论 说 明 On= {z | zx 
是 序数 } 这 个 对 象 不 是 集 . 作为 集 ，On “过 大 了 ?”. 
后 面 我 们 将 把 On 视 为 一 种 类 ，On 是 一 种 特殊 的 可 递 类 . 


练 习 五 


.证 明 不 存在 序数 了 使 a< p<a. 

证 明 Ua’= a. 

. 证 明 u{fo |aEpy=4. 

， 设 集 a 由 序数 组 成 . 证 明 na 是 序数 ， 且 是 a 的 最 小 元 . 


2 .3 无 限 公 理 与 自然 数 集 


在 集 论 内 ， 自然 数 是 作为 特殊 的 序数 来 定义 的 . 如 不 说 明 ， 
n，m.,{ 等 字母 自动 代表 自然 数 . 
定义 1 (自然 数 ) 
自然 数 是 具有 如 下 性 质 的 序数 a: 
(I) 2 = YY a 是 后 继 序 数 ， 
(1) Yz Ea (z= Vv 2 是 后 继 序 数 ). 
.定义 毕 
按 此 定义 ， 以 下 序数 都 是 自然 数 : 
9, {8}, {9, {9}}, {6, {0}, {6, {9}}}, 
其 中 每 一 个 是 前 一 个 的 后 继 . 记 
0 = 由， ( 往 后 皆 几 0 来 表示 空 集 $) 
1=0 =0U{0}= {0}, 
2=1=1U{!l}= 1{0,1), 
3=2=2U{2}= {0, 1, 2), 
这 个 过 程 可 无 止境 地 延续 下 去 ， 一 个 接 一 个 地 得 到 无 限 多 个 自然 
数 (这 里 说 的 无 限 ， 只 是 一 种 潜 无 限 ) 现在 问 ，{z | x 是 自然 数 } 
是 不 是 集 ? 已 有 的 公理 (ZF1]) -- (ZF5) 不 能 回答 这 个 问题 . 要 青 定 
地 回答 这 个 问题 ， 须 引信 一 条 新 公理 - -一 无 限 公理 : 
(ZF6) 无 限 公 理 
3s(0ssAYyzEesf(z' es)， 


引 理 1 若 集 s 是 无 限 公理 (ZF6)] 断 言 存在 的 ， 即 s 满足 
OEs A YrEs(z Es), 
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则 任 一 自然 数 n 都 是 s 的 元 素 . 

证 明 假设 存在 元 &s， 这 时 到 关 0( 因 0 es). 由 定义 1 ,， 
必 为 后 继 序 数 . 设 =m'=mufrmj 这 时 meEn, 但 mg s 
(否则 n= rm E s). 于 是 集 {x En| zx 儿 8} 天 0. 记 此 集 的 最 小 元 
为 no，no 满足 

no € n, no ¢ s, no 0 {否则 no € s). 
作为 自然 数 的 成 员 ，no 必 为 后 继 序数 ( 见 定 义 1 (了 I)). 设 no = 
mo， mo st 否则 ny 二 mj E51 又 mo Erno En 导致 mo € mm， 
mo 的 存在 与 xn 的 最 小 性 矛盾 . 
证 和 毕 

任 取 (ZF6) 所 断 音 存在 的 集 s. 由 引 理 1 ，s 包含 了 所 有 自然 
数 ， 故 使 用 内 涵 公 理 可 作出 证 面 的 定义 : 

定义 2 {自然 数 集 w ) 

自然 数 集 w= {ni E s | 2 是 自然 数 }， 其 中 s 是 (ZF6) 断言 
存在 的 集 . 

定义 毕 

w 是 我 们 遇 到 的 第 一 个 实 无 限 . 有 了 无 限 公理 (ZF6)， 焦 论 便 
进入 了 实 无 限 的 领域 . - 

命题 ] w 是 序数 . 

证 上限 ww 的 元 素 都 是 序数 、 几 2.2 节 定 理 1 知 w 是 ec- 和 良 序 
集 ， 故 只 用 证 是 可 递 集 ， 旭 x En 一 了 Eu 

设 了 Em， 下 证 Ew. | 

(TI) 由 定义 1 (下 ) 知 

二 0 Yz 是 后 继 序数 . 
(I) 任 取 yEy. 因 ?是 可 递 集 故 ye nn 再 出 定义 1 知 
=0 YY 是 后 继 序 数 ， 

由 以 上 ( TI) 与 (I) 及 定义 1 知 z Eu. 


命题 2 NEw 一 NEw. 
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证 明 (IT) n' 是 后 继 序数 . 
(I) 任 取 zeEn =nU{n),， 则 w= 或 ze n， 于 是 
二 0 Vv Zz 是 后 继 序 数 . 
以 上 ( 工 ) 与 (了) 说 明 nw GE ww. 


证 毕 
命题 3 WwW = Uw. 
证 明 nEw 一 nEn Ew 
一 NE Uw, 
mnEUw > ImeEwnEmEw) 
— Ew. 
证 毕 


-定义 3 (极限 序数 ) 
非 0 序数 若 不 是 后 继 序数 ， 由 叫做 极限 序数 . 
定义 毕 
命题 4 车 a 是 极限 序数 则 5cea 一 :有 Ed 
证 明 a 一 3 一 a 是 后 继 序 数 ， 
EF 一 rEH 或 a = 3， 箔 与 了 € a 弄 盾 . 
故 6eca 时 必 有 Bea 加 
证 毕 
命题 5 4 关 0 时 ， 
a 是 极限 序数 一 a = Ua. 
证 明 (一 ) 设 a 是 极限 序数 ， 下 证 a = Ua. 
zeEa 时 ze6a( 命 题 4) 由 ExzeEna 知 EUa. 
TEUa 了 时 3yY Ea (ze 7Yy). 因 a 是 可 递 集 , 故 xzE€a. 
(二 ) 设 a= Ua， 下 证 a 不 会 是 后 继 序 数 ， 因 而 是 极限 序 
数 . ( 反 证 ) 假 设 a = 8'， 则 出 8 = a = Ua 得 3 € Un， 于 是 存在 
7YEa 使 PET YEa 即 YE， 这 时 了 E28 或 Y= 二， 但 都 
导致 3 € 如， 与 反 自 反 性 矛盾 . 
- 证 毕 
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命题 6 w 是 极限 序数 ， 且 是 最 小 的 极限 序数 . 
证 明 由 命题 5 ，w 是 极限 序数 ， 这 是 因为 w 关 0 且 “ 
w = Uw{ 命 题 3 )，w 的 元 素 若 不 是 0 ， 则 是 后 继 序 数 ， 故 w 是 最 
小 的 极限 序数 . 
证 毕 
现在 可 以 写 出 更 多 的 序数 : 
Oe ee ae 
定理 1 ( Peano 自然 数 公理 ) 
(I) Og€w, 
(HI) nE€w — n'E€Ew, 
(1) n’#0, 
{VN) mn om m nn’ 
(VY) eh et 
证 明 (了 工 ) 与 ( 耳 ) 显 然 ，( 了 ) 即 命题 2 . 
(IV) gt ee 则 有 mm E meE ma，7P E mn. 
(V) 由 0EaV YreEal(r eal 及 引 理 ] 即 得 cu 
证 毕 
定理 1 使 我 们 来 到 了 古典 数学 的 源头 . 由 此 出 发 ， 可 用 集 论语 
言 来 建立 自然 数 的 各 种 熟知 的 运算 和 性 质 ， 进 而 建立 起 实数 理论 . 


练 习 六 


1. 设 a= {{2，5}，4，{4}}， 计 算 mn(ua 一 3). 

2. 计算 nLU(P(2) - 2 

3. 设 4 = {{{1, 2}, {1)}, {{1, 0}}}, 计算 ua na UUa, 
NNa, UNag 和 NUa. 

4. 设 a= {{1, 2}, {2, 0}, {1, 3}}. 计算 Ua, Na, UU a， 
NMNa, UNag 和 MUa. 
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3 .1 替换 公理 , 序 型 


以 上 引进 的 公理 (ZF1) 一 (ZF6) 大 体 上 是 由 Zermelo 于 
1908 年 提出 的 . 集 论 后 来 的 发 展 使 得 公理 的 数目 有 所 增加 . 下 面 的 
替换 公理 是 Fraenke] 于 1922 年 ，Skolem 于 1923 年 分 别提 出 的 . 


(ZF7) 蔡 换 公理 
设 集 a 和 公式 w(x, y) 具有 性 质 
Yr Ea 3!y v(x,y), (1) 
那么 便 有 
sv¥yreEadyes plr,y). 


按 此 公理 ， 若 {1) 成 立 ， 则 集 a 的 “ 影 象 ” 
{y | 3z € a plz, y))} 

也 是 集 ， 是 {ZF7) 断言 存在 的 s 的 子 集 . 没有 (ZF7)， 则 无 法 作 
出 集 s 存在 的 断言 ， 无 法 直接 用 内 涵 公 理 . 应 用 (ZF7)，(1) 是 前 
提 . 老 (1) 成立， 即 集 4 的 每 个 成 员 z 都 能 通过 使 公式 p(x,y) 成 
立 的 方式 找到 一 个 且 只 能 找到 一 个 集 y 作为 “ 蔡 身 ?>， 则 这 些 “ 圭 
身 ” 构 成 一 个 集 . 

替换 公理 扩大 了 内 涵 公 理 (ZF2) 的 功能 . 与 (ZF2) 一 样 ， 替 
换 公理 是 一 种 公理 模式 ， 含 有 无 穷 条 公理 . 

回忆 2.1 节 定 义 4. 朗 序 后 a 各 同 构 ， 记 为 a ~ 8， 指 它们 
之 间 存 在 荐 保 序 双 射 ， 

下 面 是 个 重要 结论 ， 它 的 证 明 要 用 到 0 
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定理 1 4 是 穴 序 集 一 :la (a ~ a). 
证 明 ”唯一 性 较 简单 : 若 同 时 有 a,6 使 ~ ac，a、 B83， 则 
有 aQ ~ jf， 这 导致 a = f (2.2 节 命题 4). 下 证 的 存在 性 . 
作 a = {z Ea|38 nj ~ 8}. 由 此 定义 知 
Vz E jly (yy 是 序数 Aar ~ 切 . 
应 用 (ZF7) 可 知 
=s Vz € a13y € s (yy 是 序数 和 as ~ yy). 
任 取 这 样 的 s. 根据 内 涵 公 理 、 作 为 s 的 子 集 可 以 定义 集 户 : 
b= {8| 43r Ealar ~ B)}. 
(上 5 是 集 ul 的 “影子 >. ) 由 序数 组 成 ， 故 5 是 & - 良 序 集 . 再 证 
b 是 可 递 集 . 设 YE 8 Eb. 由 上 的 定义 ，3zx Eq(B8 和 ~az). 设 Pp 
到 ax 的 一 个 保 序 双 射 是 f. 由 2.1 节 命 题 4 及 2.2 节 命 题 1 得 
Y= ~ (azjym = af0%)) 
于 是 YE 5. 至 此 已 知 4 是 € - 良 序 的 可 递 集 ， 故 5 是 序数 . 
剩 下 要 证 ”~ 5b， 从 而 5 为 所 求 的 序数 a. 
根据 良 序 集 基 本 定理 ， 有 a ~ 5b, 或 a ~ bs, 或 b ~ az. 下面 
说 明 后 两 种 情形 是 不 会 出 现 的 ， 从 而 e ~ b. 先 假设 @ 和 ~ ba = 0. 
因 83eb 故 3zreai， 使 8 ~ az. 这 导致 a ~ a。， 与 2.1 节 命 
题 3 牙 盾 . 5 ~ az 也 不 会 出 现 ， 否 则 由 6 的 定义 知 be 4. 
证 毕 
定理 1 指出 ， 任 何 良 序 集 都 与 一 个 且 仪 与 一 个 序数 联系 在 一 
起 ， 这 个 序数 与 该 良 序 集 有 相间 的 序 结构 . 
定义 1 ( 序 型 ) 
设 (a,<) 是 良 序 结构 . 与 a 同 构 的 唯一 的 序数 叫做 (a, <) 的 
序 型 ， 或 简称 为 a 的 序 型 . 
定义 毕 
整数 集 按 通 常 的 序 不 是 良 序 的 ， 但 可 重新 规定 它 的 序 而 使 之 
成 为 良 序 集 : 
本 
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这 时 它 的 序 型 是 w， 


练 习 七 


1， 设 a 是 集 . 证 明 {P(z) | x E a} 是 集 . 
92， 在 良 序 集 a 的 后 继 集 w =-aU {a} 中 扩张 a 原 有 的 序 : 
I ea 时 规定 > < a， 共 他 次 序 不 变 ， 
证 明 a 和 a’ 的 序 型 不 同 . 
3.， 在 ww 中 重新 定义 良 序 和 <1”， 使 (w,<) 和 (w,<1) 序 型 
不 同 . 


3 .2 类 On 上 的 超 限 归纳 法 


在 2.2 节 中 我 们 遇见 了 On 这 栏 的 对 象 : 
On = {zx | zx 是 序数 }. 
On 由 所 有 序数 组 成 ， 但 它 不 是 集 ( 否 则 会 导致 Burali- Fo:ti 悖 论 ). 
1.2 节 中 我 们 还 遇见 了 出 所 有 集 构 成 的 对 象 ， 往 后 把 它 写 成 
VW | 宙 - 三 - 完 让 

因 V 包含 了 所 有 集 ， 故 被 称 为 集 宇 央 .1.2 节 命 题 2 曾 指 出 V 不 
是 集 . 若 V 是 集 ， 则 会 导致 Russell 悖 论 . 一 般 来 说 {x | 2(z)} 这 
种 对 象 可 能 不 是 集 ， On 积 V 是 已 见 到 的 不 是 集 的 例子 . 今后 还 要 
过 见 其 他 这 种 例子 . 

我 们 把 {z | yp(z)} 这 种 对 象 叫做 类 . 类 可 能 不 是 集 ， 但 也 可 
能 是 集 . 肯定 不 是 集 的 类 叫做 真 类 . 上 面 的 On 和 V 都 是 真 类 . 类 
的 成 员 由 集 组 成 ， 但 真 类 不 能 作为 其 他 类 的 成 员 ， 

为 了 方 使 ， 在 后 面 的 讨论 中 我 们 不 回避 类 ， 而 是 有 条 件 地 使 
用 类 这 个 概念 , 真 类 不 是 ZF 形式 系统 的 合法 对 象 . 每 当 我 们 使 用 
类 这 个 概念 时 ， 必 须 符合 这 样 一 条 原则 : 在 出 现 类 时 总 能 用 ZF 的 
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详 言 消去 它 . 
今后 约定 : sz € On” 即 为 “zx 是 序数 ”;，“z C On” 即 为 《zx 由 
序数 组 成 ”. 对 于 类 4 = {z | P(z)},，“z € A” 即 为 y(z) 的 为 一 
种 写法 
， 设 4,B 都 是 类 . A = BB，A Cc 吾 ，x € ANB 等 等 写法 都 是 
可 消去 的 : 
A=Bo Yr(reA~ rE€B), 
ACB oo Yr(reA— rE€B), 
rE€ANBP retAAzxreD, 
以 上 各 式 右 端 出 现 的 xz E A4，z E B 都 可 用 A,B 各 自 对 应 的 公式 
消去 . 
在 “可 消去 ”的 原则 之 下 ， 今 后 将 类 和 集 同 样 对 待 . 
一 个 类 4 叫做 可 递 类 ， 如 果 满 足 
ycEzc4 一 ?yc4 或 zE4 一 zzC4. 
Qn 与 V 都 是 可 涪 类 的 例子 . 

2.1 节 中 我 们 建立 了 良 序 集 土 的 超 限 归纳 法 ， 可 用 这 种 归纳 法 
证 明 形 为 Yr ea 2(z) 的 命题 ( 2.1 节 定 理 1)， 其 中 a 是 某 个 良 序 
集 . & 为 序数 ， 则 是 一 种 特殊 情形 . 平常 用 的 归纳 法 是 a = w 时 的 
特殊 情形 . 

下 面 将 良 序 集 上 的 超 限 归纳 法 推广 到 类 On 上 . 

定理 1 ( 类 On 的 最 小 元 原理 ) 

类 On 的 非 空子 类 必 有 最 小 元 . 

证 明 设 BCOn 且 B00, 取 ae€E B. 若 onB8B=0， 则 
a 就 是 B 的 最 小 元 . 现 设 am 号 基 0. an 2B 作为 序数 a 的 非 空 
子 集 有 最 小 元 ao, 此 时 ao 就 是 B 的 最 小 元 . 事实 上 ， 车 B 中 另 
有 aoo E ao， 则 aoo E a，aoo E qn 昌 ， 这 与 ae 在 an 日 中 最 
小 性 矛盾 . 

| 证 毕 
定理 2 ( 类 On 上 的 超 限 归纳 证 明 ) ， 
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Va € On(VB < a p(B) 一 waj 一 Vo € Ony(a). 
证 明 作 
B = {8 | p(B) 不 成 立 } 
只 于 证 B = 0. 假设 B 关 0， 由 定理 1 知 有 最 小 元 ao. 由 如 
的 定义 ，w({ao) 不 成 立 . 由 ao 的 最 小 性 知 当 8 < ao 时 p(B) 皆 
成 立 ， 由 此 又 得 w[ao) 成 立 ， 亨 盾 . 
证 毕 
下 面 将 函数 的 概念 推广 到 类 . 
设 类 4，B 和 公式 F(z,y) 具有 性 质 
Yrze€e Adye Bp F(z,y), 
则 说 由 公式 下 (z,y) 确定 了 A 到 B 的 一 个 函数 政 : 4 一 B, 并 
约定 
y= F(t) oo Plz, Y). 
4 为 下 的 定义 域 ， F[A](C B) 表示 下 的 值 域 . 若 4 是 集 ， 
则 由 替换 公理 (ZF7) 即 知 [4] 也 是 集 . 
例如 ， 公 式 
va 316(6 = a'). 
确定 了 我 们 熟悉 的 函数 
:On -一 0On，5fa) = af 
5 的 定义 域 为 On , 值 域 为 On - {0}. 
设 CCA. 耻 : 4 一 8 在 C 上 的 限制 仍 记 为 FC, 一 
般 情形 下 它 是 类 
FIC={(z ,yeE CxB|y= F(zr)}. 
需要 记 住 一 点 : 当 C 是 集 时 ，F[C 也 是 集 . 事实 上 ， 这 时 可 用 替 
换 公理 ， 由 C 是 集 知 FO] 也 是 集 , 而 FIC CC x FIC]. 
推广 的 类 函数 其 定义 域 最 大 可 以 是 集 宇 宙 V . 这 种 类 函数 也 
叫做 集运 算 . 具体 说 ， 若 公式 G(x,y) 具有 性 质 
Yr 317 G(s, y), 
则 存在 集 宇宙 九 数 G : V 一 V . 这 时 y = G(z) 表示 G(z,y)] 成 
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立 . 

集运 算 G : V 一 ，V 的 例子 如 求 并 ， 求 交 ， 求 守 集 ， 求 后 继 
等 等 . 

集 论 中 强 有 力 的 工具 之 一 是 超 限 妇 纳 定义 . 超 限 归纳 证 明和 超 
限 归 纳 定义 统称 为 超 限 归纳 法 . 

我 们 常常 希望 在 类 On 上 定义 函数 亚 ， 使 得 对 每 一 个 序数 a， 
F(a) 的 值 依赖 于 FF 对 8 < a 的 取 值 ， 也 就 是 使 F(a) 依赖 于 
F[a. 为 进行 这 种 类 On 上 的 超 限 归纳 定义 ， 需 要 有 一 个 集运 算 
G:YV 一 ，V， 用 它 来 规定 F(a) 对 F[a 的 依赖 方式 . 

作为 第 一 步 ， 先 考察 把 On 换 成 某 个 序数 6 的 情形 ， 讨 论 序 
数 6 上 的 归纳 定义 . 

引 理 1 ”( 唯一 性 引 理 ) 

设 函数 如: 1 一， V， 万 :了 一 V{f6<7) 和 集运 算 G : 
V .一 > VY 满足 

Ya <58(al = G(Bfo 且 下 (a = GEra， (1) 

则 当 a < 8 时 页 (oj = H(Qa), 即 冯 [5 = 万. 

证 明 对 a < 6 归纳 ( 2 .1 节 定理 1 中 取 a 为 56 
ca 三 0 时， 

H(0) = G(H[0) = G(0) = G(H[0) = H(0). 
归纳 假设 : 6 < a 时 H(8) = 8(8), 即 [a = Hfa 
由 归纳 假设 及 条 件 (1) 便 得 

H(a) = G(H [a) = GUEfa) = H(a). 
证 毕 

定理 3 “(序数 6 上 的 超 限 归纳 定义 ) 

给 定 集 运算 C.: V -一 V， 则 了 唯一 存在 序数 5 上 的 函数 
65 5 一 VY 满足 

Zp ely (2) 

证 明 Fs 的 唯一 性 由 引 理 1 即 得 . 

现 对 5 e On 归纳 证 明 Fs 的 存在 性 . 
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6 = 0 人 时 取 Fs = 0. 5 > 0 时, 6 或 为 后 继 序数 ， 或 为 极限 序 
数 . 

归纳 假设 : 对 每 个 7 < 5， 存 在 F 满足 

{ao) = Goa), a<7. (3) 

当 6 为 后 继 序 数 时 ， 设 5 = 7 ， 这 时 由 归纳 假设 ， 已 有 满足 

(3) 式 的 五 在 手 . 利用 及 可 规定 fi : 5 一 > V 如 下 : 
Ya < 6 F(a)= G(F,fa). 4) 
现 因 证 明 fs 具有 性 质 (2). 注意 6=Y ， 有 
a<H oo a<7VYa=7, 
故 当 6B <a 时 有 JB<6 且 6 < xY， 所 以 
Fy(B) 3 G(F{B) ((3) 式 对 EF 成 立 ) 
= Fs(BY. (由 Fs 的 定义 式 (4)) 

这 说 明 妨 fa = 下 [aa ， 代 人 (4) 式 便 得 所 需 的 (2) 式 . 

当 5 为 极限 序数 时 ， 规 定 证 : 6 一 + VYV 如 下 ; 对 任意 a < 
(此 时 a' < 6， 见 2.3 节 人 命题 4 ), 令 

Fs(a) = Fula). 
于 是 当 6 < a 时 ， 
Fs(8) = Fp'(B) = Felp). 
后 面 的 等 式 用 了 唯一 性 引 理 (由 归纳 假设 ，Fy, 与 Fa 都 具有 性 质 
(3)， 故 满足 引 理 1 中 的 条 件 (1)). 所 得 结果 说 明 Fs[a = Ffa . 
最 后 ， 
55(a] = F(a) (规定 ) 
= G(Fow fa) (由 归纳 假设 ) 
=G(Fsfo). 


Fs 满足 了 (2) 式 . 
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例 1 设 已 知 集运 算 G:V -一 Y 


| nn x 二 人 0 
Cftz) = | (z(m)) zz 是 以 m' 为 定义 域 的 函数 ，m Ew 
0 2z 为 其 他 集 
(5) 
其 中 me w . 按 定理 3 ， 若 取 5 = w，、 则 唯一 存在 销 数 下 : ww -一 
V 满足 
Vk Ew, FPF(k)= G(FIk). (6) 
记 
F(k) = n+k, (7) 
于 是 有 
n+0 = F(0) (由 (7)) 
= G(0) (由 (6)) 
二 n，((3) 中 x = 0 的 情形 ) 
n+m = Flm) (由 (7)) 
= G(FIm') (由 (6)) 
= (F(m))， ({5) 中 第 二 种 情形 ) 
= (十 mm) (由 (7)) 
这 就 是 自然 数 加 法 的 定义 ， 其 合理 性 是 定理 3 肯定 的 . 
定理 4 (类 On 上 的 超 限 归 纳 定义 ) 
给 定 集 运算 G :V 一 ; VY， 则 唯一 存在 类 On 上 函数 下 :On 
一 VY 满足 
Fla}= Ca a € On (8) 
证 明 的 唯一 性 : 设 玉生 都 具有 性 质 (8)， 则 对 a € 
On 归纳 易 证 Ya € On F(a) = F(a). 
的 存在 性 : 
根据 定理 3 ， 对 于 每 个 a € On 都 唯一 存在 Fy o 一 一 V 
满足 
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Faf7)=G(Fu7)，7Ear， (9) 
现 定义 瑟 : On 一 2 YW 如 下 
F{o}) = fa). (10) 
于 是 有 | 
F(a) = GlFa la) (由 (9), (10)) 
= G{(F[a). 


最 后 一 步 用 了 结论 Fa = Fw a， 此 式 成 立 是 因为 当 8 < a 时 ， 
F(8)= Fo(8) (出 (10)) 
= Fw(86) (由 引 理 1 ) 
这 就 证 明了 由 {10) 定义 的 FF 具有 人 性质 (8). . 
证 毕 


练 习 从 


1， 利 用 定理 3 证 明 满 足以 下 性 质 的 函数 f : w 一 的 存 . 
在 性 : f(0) = c，Fm2 + 1 = h(n,f(n))， 其 中 cE w，h 是 已 知 
函数 有: w? 一 w. 

2， 利 用 定理 3 证 明 满 足以 下 性 质 的 范 数 f:; w -一 w 的 存 
在 性 : 

f(0) = 1, f(1) = 2， 
flnt+2)= f(rn)+f(n+1). 
(了 电 做 Fibonacci 序列 ) 


3 .3 序数 的 运算 


现 将 自然 数 的 运算 推广 到 一 般 序数 ， 
序数 的 加 法 是 对 6 € On 归纳 定义 的 : 
a+0O=a, 
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ca 十 B=(a 二 DO) 
at+B=U{fa+t+7Y|Y < 6B8}， 当 为 极限 序数 时 . 
定义 中 的 a 被 视 为 固定 参数 . 若 a, 3 € w， 前 两 式 与 自然 数 加 法 
一 致 . 
土 述 定义 的 合理 性 是 3.2 节 定 理 4 肯定 的 ， 应 用 该 定理 所 需 
要 的 集运 算是 G:V -一 V， 


[a z=0 
Crz) = (z(B)) z 是 以 后 继 序 数 8' 为 定义 域 的 函数 
65 -U{z(7Y) |7 < 8} z 是 以 极限 序数 8 为 定义 域 的 函数 
0 . 2 是 其 他 集 


(1) 
由 3.2 节 定 理 4 可 断言 唯一 存在 沙 数 下: On 一 V 满足 。 
F(8)= G(FIB). (2) 
记 a 十 B= 二 了 (6)， 于 是 有 
a+t+0= F(0)= G(0) (由 (2)) 
一 a， ((1) 中 z= 0 的 情形 ) 
a+p = FB)= AFI) (由 (2)) 
= (F(B)) ((1) 中 第 二 种 情形 ) 
= (a 十) 
当 8 为 极限 序数 时 ， 
a+8= F(8)= G(F[8) (由 (2)) 
=UtE3)17<p6 ”((1) 中 第 三 种 情形 ) 
=U{ta+7|7<A). 
有 了 加 法 运算 ,后继 序 数 w' 可 写成 a 十 1: 
a+l=a+0 =(a+0)= a. 
与 加 法 类 似 ， 序 数 的 乘法 可 定义 如 下 : 
ao.0=0, 
oa:P=a:B+o, 
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a-:B=U{a:yY|7Y< PB}， 当 8 是 极限 序数 时 . 
序数 的 指数 运算 可 定义 如 下 : 
a2? 一 |， 
QPtl ~ of .og, 
a? = Ut{a? | 7 了 < 8} ， 当 8B 是 极限 序数 时 . 
序数 的 加 法 和 乘法 满足 结合 律 ， 但 不 满足 交换 律 ， 例 如 ， 
w+l1=w', 
1+w=U{l+n|neEw=ouFw+l: 
WwW-:2=w0:1+w=wtw=U{w+n|new}, 
2.w=U{2-ninew}=wxw.2. 
(注意 w Ew =wt+1, 故 wEw:2) 
由 定义 ，2” = U{27 | n€ w} = w. 这 与 下 一 章 中 定义 的 基 
数 的 指数 运算 不 同 . 序数 的 指数 运算 与 基数 指数 算是 两 个 不 同 的 概 


序数 由 小 到 大 的 排列 是 : 
0, 1, 2 0 RO 十 1 十 RW， 
DR 1 


这 就 是 序数 字 宙 On . 它 是 由 空 集 0 出 发 反复 使 用 后 继 运算 与 
并 和 集运 算 等 方式 形成 . 


练 习 九 


1. 证 明 : w+(G+?Y) =(a 十 有 十 
2， 证 明 : a. (8 上 +7)=a :月 +a.7. 
3， 证 明 : w+ 有 B = 良 序 结构 ((a x {0}) U (8 x 位 }),<) 的 序 
型 ， 其 中 < 满足 : 
{z,0) < (1)， 若 x€Qa,yEp: 
(z,0) < (0)， 车 zEyEa 
(Zz,1)<(y,1)， 和 著 zEvyED 
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4、 证 明 a. 6 = 良 序 结构 (8 x ac，<) 的 序 型 ， 其 中 < 规定 
为 : 
(x,Yy) < (x1,Y1), 车 x E 7Z1 E 已; 
(ZT,9) < (x, 1), 若 yEWEQ. - 


3.4 良 基 集 


本 节 讨 论 一 个 新 的 集 类 ， 生 成 过 程 与 On 类 似 ， 不 同 的 是 将 
后 继 运 算 换 成 了 罕 集 运算 : 仅仅 由 空 集 出 发 反复 使 用 筹集 运算 和 并 
集运 算 形成 一 种 新 集 类 . 这 种 集 类 为 通常 数学 提供 了 足够 多 的 集 . 
以 下 条 件 归 纳 定 义 了 函数 w : On 一 > V， 
v(0) = 0， 
va+1)= P(v(a)), 
va) = Utal7)17<eaj， 若 ?7 是 极限 序数 . 
为 书写 方便 ， 用 ve 表示 ua)， 并 给 出 如 下 定义 ， 


定义 1 (和 良 基 集 ) 
集 va 的 元 素 叫 做 良 基 集 ， 其 中 v。 满足 : 
vo = 0， 
ve+1 = PCva)， ， 
.va = Unv<avy， 若 a 是 极限 序数 . 
所 有 良 基 集 构成 的 类 记 作 


WF = Uweconva. 
, 定义 毕 
z 是 良 基 集 可 表示 为 zE WF ， 即 3afz € vo}. 
可 依次 写 出 WF 的 前 几 个 层次 : 
vo = 0, 
V1 P(vo) = {0}=1, 
v2 = P(vi}) = {0, 1} = 2, 
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v3 = P(r) = {0, 1, {1), 人， 
从 vs 开始 ， 成员 中 使 出 现 了 非 序 数 集 ，va 中 的 慎 } 就 不 是 序 
数 . 上 面 的 每 一 步 得 到 的 都 只 有 有 限 个 成 员 . 上 述 过 程 的 终结 ， 产 
生 了 一 个 新 的 层次 vv, : 
Vo 二 Unewyn- 


新 的 过 程 一 个 接 一 个 地 持续 下 去 : 


Yuw+l = P(v,), VO Mi 
WO Ve 
命题 1 {I) 每 个 vs 是 &€ - 可 递 集 ， 
(HI) va ¢ va, 


(下 ) 7<a 一 vy Cveo 但 vy 关 Ya，( 严 格 递 增 性 ) 
证 阴 对 a 归纳 . 
a 二 0 是 平凡 情形 . 
c=6+I 时 va = P(va), 
(I) zEyEva — TEYCYB 
— ZEVYS 
一 TC vp (用 了 归纳 假设 : ye 是 可 递 集 ) 
一 26EPlvae)] = Vo. 
(I) ( 友 证 ) 没 va Eva, 则 vo Cve; 但 va € P(vg) = va 
由 (了 ) 知 vg C vo. 合 起 来 有 va = va，va € v6， 这 与 归纳 假设 
矛盾 
(IJ 7<a 一 ?7<8. 
人 全 VC V3 ( 用 了 归纳 假设 ) 
vy €E Plvg) = vo 
vy Cva 人 fv, vo. 
( 己 证 ve 是 可 递 集 且 vw gv,) 
a 为 极限 序数 时 ， 
va=Utv yeah 且 


| 


| 
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7Ea 一 7+teEa (23 节 命 题 4 
(I) EyEVa 一 3J7EQ TEYEY, 
> TEVY (由 归纳 假设 ，v* 为 可 递 集 ) 
一 这 和 Van， 
(I) ( 反 证 ) 设 vs E vs。， 则 六 Eo 使 vv 因 
Vy E vv+LCva， 故 又 有 veE va， 而 vy 为 可 递 集 ， 便 得 
vy & vy， 与 归纳 假设 矛盾 . 
(HI) 7<a 时 ， 由 归纳 假设 ， YYy C Yat!l 但 Vy 关 Vyrls 由 
此 即 得 VYy CYa 但 v,、 -ee 
. 证 毕 
由 命题 1 ， 我 们 有 
Vo GC YY EC. Wa CQ se : 
一 个 良 基 集 一 旦 在 WF 中 的 某 一 尽 次 出 现 ， 便 在 后 面 的 所 有 
层次 都 出 现 . 对 任 给 的 良 基 集 z，z E v。 的 最 小 a 一 定 是 个 后 继 
序数 : a = 有 十 1 . 事实 上 ，a 不 会 是 0 ( 因 vo = 0 ); 也 不 会 是 极 
限 序 数 ， 否 则 出 定义 1 知 有 更 小 的 7 < a 使 re v, . 良 基 集 第 一 
次 出 现 的 层次 相应 于 后 继 序 数 下 标 ， 这 一 特点 使 我 们 可 以 用 下 面 的 
方式 让 每 一 个 良 基 集 都 联系 着 一 个 序数 一 一 秩 . 
定义 2 ( 良 基 集 的 秩 ) 
设 z E WT. z 的 秩 ， 用 rankfz) 表示 ， 定 闵 为 
rank (z) = 使 r evs+l 的 最 小 序数 8. 
定义 毕 
由 定义 2 即 知 ， 车 8 = rank (z)， 则 有 
YEvpt1 但 x vs (1) 
Va > BB xz Eva. {由 命题 1 (了 I) 及 a>8+1) (2) 
也 就 是 说 ，rank (z) 是 x va 的 最 大 B; zx 在 WE 中 vol 
这 一 层次 开始 出 现 . 
命题 2 va 是 由 所 有 秩 比 a 小 的 良 基 集 组 成 : 
vo = {rz € WF |rank (2) < oa}.- 
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证 明 先 设 2 = rank (z) < a, 由 (2) 即 知 ze va 
再 设 x E vu， ee ;) < a. 事实 上 ， 二 
则 由 命题 1 {五 ) 得 zx €E va， 与 (1) 矛盾 . 
证 毕 
命题 3 QEvVa4l 一 Va, 故 rank(al=a- 
证 明 先 证 a€Evati, 即 aCva, 即 2<oa 一 ee 
对 ox 归纳 . & = 0 时, DC vo, 0E€v. 
假设 有 < a 时 Bevstri. 因 B+1<a, 由 命题 1 ( 王 )， 
V8+1 C Va， 所 以 8 E€ vo. 这 就 证 明了 a C va，a € va+1. 
下 证 a Gv,-. 
ca=0 时 0gvo， 因 vo =0. 
a=B+1 时 , 若 有 a Eva, 即 B+1E€ veti = Pl(va)， 则 
有 5 十 1cC ve， 于 是 有 BE vp, 与 归纳 假设 矛盾 ， 
ca 为 极限 序数 时 ， 若 有 aeve= Uufvv | Y < a}， 旭 有 
7y<a 使 wEvy: 由 vv 的 可 递 性 知 y E v,， 也 与 归纳 假设 矛盾 . 
证 毕 
由 命题 -3 知 所 有 序数 都 是 良 基 集 : 
On C WE. 
命题 4 (IT) xzEWF zcWF， 
{I) yeEzx — rank(y) < rank(z). 
证 明 先 证 明 ( 工 ) 的 一 半 : z € WF 一 x C WF， 并 同时 
证 明 (了). 
设 yEzEWF. 记 rankf(zl) = a. 我 们 有 : 
TEVarl = Plva), zzCvo yeEvae ye WE 
由 命题 ? 即 得 rank {yy) < a = rank (zx). 
再 证 (了) 的 另 一 半 : x C WE 一 ze WF. 
当 yExCWF 肝 , y& WF , 故 rank(y) 有 意义 . 令 
a = Utrank (y)+1|y€z}, 
则 有 


47 


8 EX 一 Tankfg) 十 1Ca (a 的 定义 式 ) 
一 rank(y} <oa 
一 Evao { 命题 2 ) 
这 说 明 z C ww，z Evao+l TE WFE. 
证 毕 

命题 4 说明; 由 良 基 集 构成 的 集 仍 是 良 基 集 ; 良 基 集 的 元 素 仍 
是 良 基 集 ([ 即 良 基 集 类 WF 是 可 递 类 ); 良 基 集 的 成 员 是 具有 较 小 秩 
的 良 基 集 . 对 任意 良 基 集 z 都 不 会 出 现 x E z 这 种 情形 (否则 rank 
(z) < rank (2)). 我 们 看 到 ，E - 反 自 反 性 不 仅 是 序数 具有 的 性 质 ， 
也 是 所 有 良 基 集 具 有 的 性 质 . 

在 第 2.1 节 定 义 3 中 ， 我 们 已 提 到 过 “和 良 基 性 > 的 概念 . 集 a 
二 二 元 关系 + 具有 和 良 基 性 ， 是 指 a 的 任 一 非 空子 集 都 有 - 裤 小 

下 面 的 命题 指出 了 和 良 基 集 与 “ 良 基 性 ”这 两 个 概念 之 间 的 关系 . 

命题 5 设 a 是 良 基 集 ， 则 “ec” 是 a 上 的 和 良 基 关系 ， 即 : 良 
基 集 的 任 一 非 空 于 集 定 有 € - 极 小 元 . 

证 明 设 b 是 4 的 非 空 于 集 . 因 非 空 集 {rank (z)j zeE 匡 由 
序数 组 成 ， 故 必 有 最 小 成 员 ( 2.2 节 定 理 1 )， 记 为 a = rank (zo)， 
X90 Eb. 由 命题 4 {了 ) 知 zo 是 5 的 € - 极 小 元 . 

证 毕 

下 面 命题 的 结论 可 看 成 是 rank[z) 的 归纳 定义 式 . 

命题 6 rank (z)= Uf rank (y)+1|vye€z}. 

证 明 记 a = Ufrank (人 +117Ez)} 要 证 rank(z) = a. 

先 设 8 € aw， 故 存在 yEz 使 Erank(y)+1. 于 是 有 

rank (vy) < Tank (2 )， 
rank (y)+ 1 < rank (z), 
rank (y) + 1 CC rank (zx), 
Be rank (x). 
下 证 rank (2) C a， 寻 rank (xz) < a， 这 只 用 证 rz E va+i 
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便 可 . 为 此 ， 只 用 证 z C va. 设 yE 于 是 有 rank {y) € a (注意 
a 的 定义 式 及 rank (y) € rank (y) + 1)， 再 由 命题 2 得 yy Eva. 


证 毕 


练 习 十 
1， 证 明 : 车 (y,z) Exe WEF， 则 
rank (y} < rank (zr), rank (z} < rank (2}. 
2、 证 明 : van On = a. 
3， 设 rank (z) = 4 证 明 : 
(TI) P(r) E vao+2， 
(I) zxxzE voss. 


14， 若 a 是 可 递 集 日 “E” 是 a 上 的 良 基 关系 ， 则 a C WF . 


上面 讨 论 的 良 基 集 类 WF 是 很 大 的 集 类 ， 它 除了 含有 所 有 序 
数 ， 还 包含 了 标准 的 数学 构造 所 需要 的 集 ， 且 对 各 种 通常 的 集 论 运 
算 都 具有 封闭 性 z 

命题 1 (I) 车 zeE WF , 则 Uz, P(xz)e WF ,县 它 
人 的 秩 小 于 rank (x) 十 

(2) 车 z,y€ WF, 则 zx1 YUy, rNy, {z, y}, 
(xz, Y) 及 Yz 芹 为 良 基 集 ， 且 它们 的 秩 小 于 

max(rank (zx), rank (y)) 十 ww. 


证 明 (IT) 设 rank(z)=a， 则 有 zevori zcCva 此. 
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2EUY — JyEw2zEYEx 
一 EDEYVa 
一 z Evya. (va 是 可 递 集 ) 
这 说 明 Uz C va, UT Evatil, rank (Uz)j<a<atw. 
因 z C va， 故 丈 (z) E vauf2. 这 说 明 
rank (Pl(z)}) <a+l<atw. 
(I) 设 a =maxl(rank(z)，rank(y)))， 则 有 zf,y C va, 
TYE va+l' 这 时 {X,Y} Eva+， 故 rank({fz, 人) < a+2 
(xz,Y) {{z}, {z,y}} C Yat2; (x,y) E Vat3. 
放 rank ((z,9)) 之 a 十 3; XUy,， znyevart 故 它们 的 秩 小 于 
ot il; 
- XYy={(s,t)|s Er,tey)}, 
(St) Evao+z， zxyEvari， 故 rankfrzxygy)<a+a3: 
sr ={flf: yo 2 CUYXGECYVa+2 YTE Vat 
故 rank(Yx】 < a 十 4.- 
总 之 ， 以 上 各 集 的 秩 < a + w. 
证 毕 
在 分 析 数 学 中 ， 有 理 数 、 实数 和 复数 都 是 由 自然 数 集 出 发 利用 
集运 算 逐 步 构造 的 . 分 析 数 学 以 及 数学 的 其 他 分 支 在 集 论 的 框架 内 
并 没有 走 得 很 远 . 良 基 集 类 WF 为 通常 数学 提供 了 足够 大 的 活动 
舞台 . 事实 上 , 通常 数学 的 活动 范围 只 占据 了 这 个 舞台 的 很 小 一 部 
分 . 
那么 ， 除 了 良 基 集 我 们 还 需要 和 什么 别 的 集 呢 ? 
下 面 的 基础 公理 是 ZF 系统 的 最 后 一 条 公理 . 


{ZF8) ”基础 公理 
所 有 集 都 是 良 基 集 : V = WFE. 


至 此 ， 我 们 完成 了 ZF 系统 的 建立 . 以 后 把 不 包括 基础 公理 的 
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ZF 记 作 ZF- . 

(ZF8) 有 另 一 种 等 价 的 形式 : 

命题 2 V = WT 一 任何 非 空 集 都 有 € - 极 小 元 . 

证 阴 (一 ) 由 3.4 节 命 题 5 即 得 . . 

(一 ) 下 面 反 复 要 用 3.4 节 俞 题 4 (I): TE WF 一 zC 
WE. 

假设 任何 非 空 集 都 有 E - 极 小 元 . 任 取 集 a . 要 证 a € WEF， 
或 a C WF . 先 归纳 定义 Una 如 下 : 

Usa = ee Un+la = U(Uma). 
再 作 集 
cl{c) 一 Unew(Ura) 
= aU (Ua)U (Na) VU (Wa) U … 

设 yExzeEcla) 若 zx EU"a, 则 yeEU"tiw, 故 yecl(a), 这 
说 明 cl (a) 是 可 递 集 . 

下 面 证 明 cl fw) C WE 、 由 此 可 得 w C WPF. 

( 友 证 ) 假 设 5= cl (a) 一 WF 关 0， 购 5 有 Ee - 极 小 元 , 设 为 
FAs 可 以 断言 roC WE. 事实 上 ， 任 取 y € Zo, 则 由 Xo 的 极 小 
性 得 y #5 .但 由 cl(a) 的 可 递 性 知 y € a (a) ， 从 而 y € WF 
(否则 yy EE 5 ). 这 就 说 明了 yeExo 一 yE WF, xoC WE. 
zo €E WF zo 和 区， 下 盾 ， 

证 上 毕 

定义 1 ( 集 & 的 可 递 闭 包 ) 

命题 2 证 明 中 引信 的 集 cl (ae] = Unew(Uaa)] 叫做 集 & 的 可 
递 团 包 ， 其 中 Usa = Ga，Jnt+la = U(Unae) . 

定义 毕 
可 递 财 包 ci {a) 的 简单 性 质 见 练习 十 一 题 2 . 
例 1 a= 位 , 5, 7 求 cfe) 
Le={0 1, 2，.….， 6} 
el (ok 0 1 


!! 


i 


) = 8 


~ 
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此 例 中 a 不 是 可 递 集 ， 但 cl (a) 是 . 
例 2 5= {{3)， {4, {7})), 求 d (4). 
Ub = {3, 4, {7}), : 
Ub = {0, 1, 2, 3, 7), 
U3b = 7， 
cl (b) = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, {3}, {7}, {4, (73 
有 了 基础 公理 ， 对 任何 集 z 都 不 会 有 T Ez :( 见 3.4 命题 4 
后 的 说 明 . ) 现在 可 以 说 ，e - 反 自 反 性 是 所 有 和 集 的 共同 性 质 . 
按照 基础 公理 ， 任 何 集 都 是 良 基 集 ， 都 具有 < - 和 良 基 性 ( 非 空 
子 集 有 E - 极 小 元 ). 这 样 ， 序 数 的 概念 得 到 一 点 简化 ， 序 数 就 是 E 
- 全 序 的 可 递 集 . 
到 认 基础 公理 ， 集 论 的 论 域 就 被 限制 于 良 基 集 类 WF .… 这样， 
由 空 集 开始 (从 无 到 有 ! ) 反 复 用 通常 的 集运 算 使 可 得 到 一 切 集 . 


练习 十 一 


1. 证 明 : 5 天 0 一 axb¢a. 
2. 证 明 a 的 可 递 闭 包 cl (4) 具有 性 质 : 
(了) cl(a) 是 包含 a 的 最 小 可 递 集 ， 即 
a C6 Ab 是 可 递 集 一 cl (a) CPb: 
(I) 若 a 是 可 递 集 则 cl (a) = a 
(了 H) 车 x Ea, 则 cl (zx) C cl (a 
{IV} cl{a) = @U (Uzee © (7)). 
3. 设 a= 人 {2 十 2}, {{w 目 上 二 求 l(a). 
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4.1 等 势 


怎样 计算 集 的 元 素 个 数 ? 另 一 个 问题 是 : 怎样 比较 两 个 集 的 元 
素 多 少 ? 对 于 有 限 对 象 进行 计数 的 经 验 表 明 ， 对 前 一 问题 的 回答 依 
赖 于 对 第 二 个 同 题 的 回答 . 计数 过 程 实际 上 是 一 个 比较 过 程 . 


定义 1 (等 势 ) 
和 集 & 与 集 8 等 势 ， 记 为 as 六 如 果 存 在 a 到 疡 的 双 射 . 
定义 毕 


由 双 射 的 性 质 即 知 : 
QTd, 
a 一 bcua, 
GABABESe 一 ax 
良 序 集 a 与 良 序 集 上 打 构 (用 a ~ 5 表示 )， 是 指 存在 a 到 4， 
的 保 序 双 射 ( 2.1 节 定 义 4 ). 对 良 序 集 来 说 、 同 构 比 等 势 要 求 更 高 ; 
同 构 当 然 等 势 . 
容易 建立 w 到 ww 十] 的 双 射 了 (例如 , 令 六 0) = wf(n+1) = 
中 )， 故 心 必 w 十 1 类似 有 中 w 二 2 ww 十 3,，.… 
命题 1 WTwWXw. 
证 明 ”我 们 来 建立 x ww 到 的 双 射 f. 令 
f(m, n) = (m+ nm+ nt+l)+m. 
(I) 先 证 f 是 单 射 , 设 m 关 i 或 n 关 7?， 要 证 f (m,n) 关 
(2,7)- 
情形 1 和 二 ?= + 了 此 时 mm 和 ?1， 这 导致 
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flm,n)=3(m+n)(m+nt+l)+m 
# ItiGtIi+1) +i= fi,)). 
情形 2 m+ 十 n 关 i 十 7j， 不 妨 设 摧 十 n > i 十 7 了， 这 时 
-m+n>it+j7 十 1，m 十 nn 十 1 > 1 十 7 十 2,， 于 是 
| flm,n)=3(m+n)(m+t+nt+l)+m 
iti+1)(i+i+2) 
> 3 二 7 十 DGIi 二 站 二 i+ 了 7 十 1 
> itiGti+ +i= (7). 
(II) 再 证 f 是 满 射 . 
任 取 上 大 E w， 要 证 存在 m,n € w 使 f(m,n) = 大 取 满 足 
< 二 (十 1)(1 十 2) 的 最 小 上 L 于 是 有 
HU SE< GE+TDO+2). 
情形 1 k= $+ 1), 此 时 取 n = 1， m = 0 便 可 . 
情形 2 外 > 如 (1 十 1), 此 时 取 m = 大 一 于 人 十，m = 1 一 m. 
于 是 
f{m,n) = 5m + a)(m nt 1)+m 


= 5+1)+m=k 
证 和 毕 

想 要 建立 集 与 集 之 闻 的 双 射 ， 常 非 易 事 . 下 面 的 引 理 1 和 
.Bernstein 定理 是 用 来 证 明 等 势 的 常用 方法 . 

引 理 1 "ecCbCaA cco — abic. 

证 明 已 知 双 射 9 : a 一，c， 要 构造 双 射 f : a 一 ; b. 

引进 集 a : ao = a-b, a = ga , antl = 9[an), 

og(z) 车 EJnewan 
fo)={? 若 zEa 一 Uneuan 

f 是 满 射 , 事实 上 ,，2 中 任意 y 在 之 下 都 有 原 象 : 

若 yYEa 一 Uneocan， 则 人 =2 即 y 以 自己 为 原 每 ; 
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车 ye an， 则 存在 原 象 2 E a_1， Jf(z) = gz) = 水 
为 证 是 单 射 ， 设 zi1，z2 E a，T1 闫 22. 下 证 f(z1) 对 f(x2): 
-情形 1 zi,z? € Unewan, 此 时 因 9 是 单 射 ， 故 有 
f(z1) = 9(za) 天 9(za) = f(x2). 
情形 2 zi1,z2 Ea 一 Unewan， 此 时 
flr1) 二 1 天 2 二 f(z2). 
情形 3 zi Eax 而 x22 € a 一 Unewtan. 此 时 
f(21) = g(x1) € ar+l 但 f(32) = x2 ¢ Unewan. 
证 毕 
用 多 65 表示 a 到 ?存在 着 单 射 . 易 知 : 
aSbAbe— a Xe, 
aSbAaze 一 cob, 
aCcb- aXb. 
定理 1 (Bernstein) 
a XSD ASn 全 ax 
证 明 ”已 知 存在 单 射 了: a 一 : b， 单 射 g : b 一 a., 于 是 有 
a ~ fla], b ~ gl6}: (1) 
flal ~ glflall cg 由 Ca. (2) 
由 (1}，(2) 利用 引 理 1 便 得 a < g[8] < b. 


下 面 用 a x5 表示 a 人 bb An%b. 

定理 2 (Cantor) 
a<P (a). 

证 明 a 到 P(a) 的 单 射 可 这 样 建立 : Yz € c， 令 f(z) = 
{2}. 
下 证 不 存在 a 到 PP(a) 的 满 射 。( 反 证 假设 存在 满 射 

f: a—— Pla). 
任 取 zEca, 有 fltzr)cCa. 和 作 &a 的 子 集 
b= {rea|z¥ f(a)}. 
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因 f 是 满 射 且 bE P(a)， 故 & 在 a 中 必 有 原 象 ， 即 存在 yEa 使 
f(y) = b. 由 此 便 得 出 矛盾 : 
y€ fly) Wy eb — y¢ fy) 
y¢ fy) 一 yeb Rhye f(y). 
| 证 毕 
作为 定理 2 的 特例 ， 有 
w <P(w) < PP(w) < PPP(w) < ， 
我 们 知道 有 理 数 集 Qs ww， 但 实数 集 RR 要 比 w 大 得 多 : 
实数 集 R = P(ww). (参见 练习 十 二 题 3 ) 
命题 1 的 证 明 建 立 了 w x w 到 w 的 双 射 . 现 改 用 Bernstein 
定理 ， 则 证 明 更 为 简单 . 首先 有 中 和 wxw: 由 nm) = (0,n) 
定义 的 f 给 出 了 忆 到 w x w 的 单 射 . 然后 证 w x w < w. 任 取 
nn Ew 令 g(m,n) = 2m32Ew， 则 9 是 wxw 到 的 单 射 


练 习 十 二 


1. 验证 如 下 定义 的 f 也 是 ww x w 到 w 的 双 射 : 
fm,n) = 2"{(2n +1)—1. 

2， 证 明 : es 一 Pla) ~ P(b). 

3， 证 明 : 实数 集 R = 方 (w)， 

4， 证明 : P(w) = “2， 其 中 “2 = {|f: w 一 2}. 


4.2 基 数 


利用 等 势 的 方法 计算 集 的 元 素 多 少 ， 需 要 有 计数 标准 . 首先 自 
然 想到 用 序数 作 标准 . 但 注意 到 w + 1 sx w + 2， 便 知 并 非 任何 序 
数 都 适宜 用 作 这 种 计数 标准 . 通常 用 作 计 数 标准 的 是 一 种 特殊 的 序 
数 一 一 基数 . 
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定义 1 (基数 ) 
序数 < 叫做 基数 ， 如 果 Ya EAIa EW ). 
定义 毕 
如 不 加 说 明 ， 上 AAA，、H， 2 等 字母 自动 表示 基数 , 
基数 首先 是 序数 ， 故 具有 序数 全 部 性 质 ， 例 如 基数 之 间 也 是 
用 E 可 比 大 小 的 ， 由 基数 组 成 的 集 基 6E - 良 序 集 ， 等 等 . 
基数 有 别 于 其 他 序数 ， 它 与 比 它 小 的 序数 不 等 势 . 一 个 基数 是 
彼此 互相 等 势 的 一 类 序数 中 的 最 小 者 . 序数 + 1 不 是 基 数 ， 因 为 
心 宇 局 十 1. 同样 w 二 2 w+3、 .等 都 不 是 基数 . 
命题 1 (TIT) Kx 和 一 上 二 
{I) 2 
(HI}) SA 入 -一 只 二 入 
证 明 (I) 由 基数 定义 即 得 
( 开 ) 设 到 人 和 A 车 入 <k. 如 入 从 上 ， 由 Bernstein 定理 得 
入 全， 这 与 是 基数 信任. 
(型 ) 由 (本 )，( 下) 弛 得 . 
证 毕 
命题 1 ( 1 i 关于 基数 的 性 质 是 鞭 他 序数 不 具有 的 . 这 是 基数 
的 特征 - -一 不 局 基数 不 会 下 相等 势 . 
命题 2 {I) 自然 数 了 天 ?十 上 
{I) 人 sm -- Aa=n. 
-证明 (TI) 对 nn 归纳 . 首先 0 关 1、 因 为 不 存在 0 到 {0} 
的 双 射 . 假设 nn 关 n+1， 但 n+1 之 二 2， 即 存在 双 射 
二 1 一 宙 十 2. 若 fln) = nn 二 1， 则 把 /限制 在 ww 上 得 
到 ?到 ?+1l1 的 双 射 ， 矛 盾 . 若 fln) # 十 1]， 则 有 7x0 Ei 
jzo0) 三 如 十 1. 交换 x0 和 的 函数 值 z+1 和 六 2)， 使 得 n+ 十 1 
到 nn 十 2 的 新 的 双 射 g : ga) 二 nn 二 1，g(z0) = f{n)， 对 其 他 
z， lz 二 了 lz) .把 g 眼 制 在 n 上 又 得 到 nr 十 1 的 双 射 也 产 
生 政 看. 


{HH) a 入 n 都 是 序数 帮 有 nnEa vy aEny a=n. 以 
下 说 明 当 a 之 nw 时, n€ a 与 a € n 都 不 可 能 . 
若 n Ea， 则 nn 十 1<a,， nn 二]CQa 由 a 对 与 
nCn+1Ca 利 用 4.1 节 引 理 1 得 n 守 n+1, 与 (1) 牙 盾 . 
车 Qa E 7m， de 同 理 得 a 六 a +1， 也 与 (了 工 ) 矛盾 . . 
证 毕 
命题 3 自然 数 n 是 基数. 
证 明 人 且 Ya E n (a 关 n) (由 命题 2 (I)， 
no 0=n). 
证 毕 
自然 数 是 人 们 最 先 使 用 的 基数 ， 但 不 能 用 来 为 无 限 集 计数 , 第 
一 个 超 穷 基数 是 w…. 
”命题 4 w 是 基数 . 
证 明 wwE On，、 且 Yn € w (nw) (由 命题 2,， ww 之 由 一 
w= 7 
证 毕 
w 作为 基数 出 现时 常 写作 we 或 No ( 读 作 “* 阿 列 夫 零 ”). 
我们 希望 有 比 w 更 大 的 基数 . 但 书 十 1， 忆 十 2 以 至 所 有 ww 十 思 
都 不 是 基数 , 再 大 一 些 ，w”: 2 与 w? 也 都 不 是 基数 ( 见 练习 十 三 题 
1, 2). ; 
有 没有 比 w 大 的 基数 存在 ? 下 面 的 重要 定理 对 此 作 了 肯定 回 
管 . 
定理 1 对 任意 集 a， 7 = {8 18 0} 是 数 
证 明 分 以 下 三 步 . 
1?" 先 证 a* 是 集 . 到“ 的 所 有 良 序 子 集 , 作 
ww 二 {(8，<) 15C ae “<” 是 5 上 的 良 序 } 
w CPle) Xx Pla x 4)， 说 明 w 是 集 . 现 考察 包 与 at 的 关系 . 因 
a 的 同一 子 集 5 可 以 有 许多 不 同 的 良 序 结构 (8, <). 由 3.1 节 定 理 
1 知 
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对 每 个 (5,<) € ww 六 序数 ~ 上 4 
同 构 当 然 等 数 ， 故 9 = 5 C a， 由 此 得 8 入 ea， 这 说 明 Be at. 
反之 ， 当 8 E ao+ 即 当 8 sa 时， 存在 a 的 某 个 子 集 5 和 双 射 
;8 一 -+b. 了 诱导 了 b 的 民 序 《<” 且 8 ~~b (参见 练习 由 题 3 ). 
于 是 (4b,<) € w. 至 此 可 利用 替换 公理 C209) 由 ww 是 集 断 言 at+ { 
也 的 “ 影 象 ”也 是 集 . 
”2° 为 证 at 是 序数 ， 注 意 e+ 由 序数 组 成 ， 由 2.2 节 定 理 1 
“ 知 at 是 € -和 良 序 的 故 只 用 证 a+ 是 可 递 集 . 
设 yYEDBEor, 有 是 可 递 集 ， 故 7C 2 人 8 € gt, 
故 甩 Su 这 导致 7 入 a，y € at. 
3? 最 后 证 e+ 是 基数 . 任 取 3€at, 则 有 B83 人 a 但 3%at. 
事实 上 ， 若 9 = a+， 则 导致 at 心 4, a+ Ea+， 
证 毕 
定理 1 为 我 们 提供 了 产生 较 大 基数 的 方法 . 
命题 5 比 «大 的 最 小 基数 是 k+ = 3 |8% x«}. 
证 明 出 定理 1 知 kt+ 是 基数 . + 、 是 因为 天 三 «， 所 
以 Ekt. A+ 是 比 天 大 的 最 小 基数 ， 小 性 米 自 事实 
A<AR+ 一 SN 一 AZKk, 
ee 毕 
由 命题 5 5 即 知 不 存在 最 大 的 基数 . 反复 用 命题 5， 可 由 wo { 即 
w ) 出 发 得 到 一 个 比 一 个 大 的 基数 : 
0, ol Con wonHT 
其 中 Wb = {8 | Es ww,). 作为 上 述 过 程 的 终结 ， 令 
ww = Uftwn | n€w}. 
按 下 面 的 命题 6，w, 也 是 基数 ， 且 比 每 个 w。 都 大 . 由 w。 为 新 的 
起 点 ， 又 可 用 命题 5 得 到 比 w。 更 大 的 基数 . 
命题 6  - 设 4 由 基数 组 成 ， 则 Ua 也 是 基数 ， 且 是 a 的 最 
小 上 界 . 
证 阴 出 2.2 节 命 题 5( 荆 ) 知 Ua 是 序数 ， 且 是 a 的 最 小 上 
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界 . 还 要 证 Ya E uc waX%ubud 设 ccEua， 则 有 FeEa 使 Saxa， 
于 是 aCAmcCuUa. 这 有 时 若 有 asbe ， 则 aspfd4l 节 引 理 1)， 
这 与 & 是 基数 矛盾， 
证 毕 
ke 5,6, 我 们 可 使 每 个 序数 a 联系 着 一 个 超 限 基数 


定义 2 (基数 wa) 
WI 二 WwW, | 
Car+1l 二 {8 18 ~ wa} 即 wi. 
wa 二 U{wsy1YE0})， 若 是 极限 序数 . 
定义 毕 
ws 也 写作 Ne 
wa 系列 是 否 把 所 有 超 限 基数 包括 无 遗 ? 回答 是 肯定 的 : 
命题 7 (I) 定义 2 中 的 每 个 vv 都 是 基数 ， 
(有 ) 每 个 比 w 大 的 基数 一 定 是 某 个 wo， 
(HH) Q<D 一 ao < Wp. 
证 明 (I) 对 a 归纳 ,wo = ww 是 基数 ; 若 w。 是 基数 ， 则 
watl 二 w+ 也 是 基数 [定型 1 ) 对 极限 序数 ea， 若 对 每 个 YE ox， 
wy 都 是 基数 ， 则 ww。 也 是 基数 | 命题 0). 
(I) 人 和 任 取 基数 > wo . 作 
b={8 < kK|s < wp 
因 < < wx( 参 见 练习 十 三 题 3 )， 故 AE 几 了 关 0. 记 必 中 最 小 序 
数 为 ga， 下 证 点 = wo. 因 a cp 故 上 <wo. 现 只 用 证 < X wws. 
{ 反 证 :假设 上 < wa， 则 总 产生 矛盾 : 
Q =0 时，Ak< wo 与 前 提 了 矛盾 ; 
a=B+1 时 8<a<xkn( 因 rn Eb) wari 二 w3 是 比 
wa 大 的 最 小 基数 ， 这 时 只 能 有 大 之 wa (否则 与 wa41 的 最 小 性 所 
慎 )， 这 导致 Et 又 与 a 在 心中 的 最 小 性 矛盾 ; 
a 是 极限 序数 时 ，w。 = U{wy | YE al. 这 时 A < w。 导致 存 
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在 某 个 y<a 使 << wy， 这 叉 与 a 在 6 Wd 

( 亚 ) (一 】 对 归纳 . 0 <= +l 时 ,4 = > wn 
若 @q =7， 则 wa > wa 车 a E77， 则 ws > w、> ws。， 最 后 一 步 
用 了 归纳 假设 . : 

8 为 极限 序数 时 ，ws = Ufwy|YE€4} 由 a <8 得 
a+1<, 故 waflcuwp， 最 后 有 Lo < wayl < wap. 

(一 】 若 QQ>8 则 有 ws > wp. 

设 毕 

定义 3 { 后 继 基 数 与 极限 基数 ) 

wa+l 叫做 wu 的 后 继 基 数 . a 是 极限 序数 时 ，w.. 叫做 极限 


基数 . 
定义 毕 
wa 不 管 是 后 继 基 数 还 是 极限 基数 ， 作 为 序数 ， 都 是 极限 序 
数 (练习 十 三 题 4 ). 
基数 由 小 到 大 的 顺序 是 
和 


人 

把 基数 宇宙 一 一 所 有 基数 构成 的 类 记 作 cn. 假如 ( Cn nn 是 集 
则 由 命题 6 知 UCn 是 基数 ， 且 是 比 所 有 基数 都 大 的 最 大 基数 . 但 
我 们 知道 不 存在 最 大 的 基数 . 这 就 是 Cantor 悖 论 . 性 论 产生 的 原 
因 在 于 假定 了 Cn 是 集 ， Cn 不 是 集 而 是 真 类 . 

因 CnCOn， 故 Cn 的 非 空子 类 也 是 On 的 非 空子 类 . 由 3.2 
节 定 理 1 可 知 Cn 的 任 一 非 空 子 类 必 有 最 小 基数 . 

定理 2 (类 Cn 上 上 的 超 限 归 纳 法 ) 

Vi (VA < EE PIA = PR 一 Yi DPIR) 
证 明 逐 字 偿 句 翻译 3.2 节 定 理 2 的 证 明 . 
证 毕 
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练 习 十 三 


证明 : 过 .2 不 是 基数 . 

证 明 :; w? 不 是 基数 . 

证 明 : @ < wa . 

， 证明: 比 wo 大 的 基数 都 一 定 是 极限 序数 . 


心 Co he 性 


4 3 焦 的 基数 


有 了 基数 的 概念 ， 现 在 来 讨论 对 给 定 的 集 怎 样 计算 该 集中 元 
素 的 多 少 , 我 们 把 这 种 计算 理解 为 拿 这 个 集 与 基数 比较 ， 看 它 与 哪 
个 基数 等 势 . 就 是 说 ， 把 集 的 元 素 个 数 定义 为 与 该 集 等 势 的 基数 
并 把 这 个 基数 叫做 该 集 的 基数 : 

定义 1 ( 集 a 的 基数 |a| ) . 

集 a 的 基数 用 ja| 表示 ， 指 与 e 等 势 的 基数 . 

定义 毕 

因 整 数 集 Z < w， 有 理 数 集 Q < mw, 故 |Z| = 1Q| = wo. 

lz| 是 与 a 等 势 的 基数 ， 也 就 是 与 a 等 势 的 最 小 序数 . 所 以 对 
任何 序数 a，|a| < a 总 蚌 成 立 的 . 问题 是 : 对 任 给 的 集 a，|al 是 
否 都 一 定 有 意义 ? 也 就 是 问 : 对 任意 集 a， 是 否 一 定 存在 某 个 基数 
< 使 ws 上 从 而 |al = ?这 个 问题 与 选择 公理 有 关 ， 将 在 后 面 一 
节 详 细 讨 论 , 现在 每 当 出 现 了 la|， 就 意味 着 a 有 基数 |a| . 

由 定义 硅 即 知 

lal=|t| oo axwb. 

定义 2 (有 限 集 与 可 数 集 ) 

la] < we 时 ， 集 a 叫做 有 限 集 . 

lel < wo 时 ， 集 a 叫做 可 数 集 . 

lo = wo 时 , 集 a 叫做 可 数 无 限 集 . 

定义 毕 
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a 是 有 限 集 ， 意 为 a 与 某 个 自然 数 等 势 . 

定理 1 有 限 集 不 和 自己 的 任何 真子 集 等 势 . 

证 明 设 a 是 有 限 集 ，lel < wo. 假 次 4 和 它 的 某 个 真子 集 
等 势 : bp Ce,sXa 且 ax% 任 取 a 到 的 单 射 9， 再 任 取 
ZEau 一 已 用 单 射 9 可 得 a 的 一 串 元 素 : 

9 (z) =2 9 (2) = 9(2) 9 (2)= gg (7)), 

9g" (7) = g(9" (2)), 

以 上 元 过 互 不 相同 ， 好 当 mm - n 时 gm(z) 关 9g”(z) {对 n 归 
纳 即 知 ). 这 个 事实 保证 了 可 以 作出 下 面 从 wo 到 a 的 单 射 f: 
f(n) = g"(z)， 了 是 单 射 ， 说 明 wo sa. 但 已 知 |a| < wo， 这 导 
致 Wo 名 Jal, 与 wD 是 基数 矛盾 . 

证 毕 

定理 1 指出 ， 整 体 大 于 部 分 是 有 限 集 的 特征 . 

命题 : la| 有 意义 一 a 可 良 序 . 

证 明 {一 ) |al 有 意义 ， 即 存在 基数 < 使 a 之, 于 是 存在 
kk 到 a 的 双 射 ， 这 个 双 射 用 < 的 良 序 < 诱导 了 a 的 良 序 (练习 四 
题 3). 

(一 ) 车 可 建立 a 的 良 序 使 之 成 为 良 序 集 ， 则 由 3.1 节 定 理 
1 知 存在 序数 a sa. 与 a 等 势 的 序数 的 最 小 者 就 是 1a| . 

| 证 毕 


练习 十 四 


证 明 : as 一 lal < jol;a<b oe lal< lb. 
， 设 a Cn 但 & 关 n， 求 证 存在 mr <n 使 |a| = 

， 设 a, 6 是 有 限 集 ， 求 证 4 x b 也 是 有 限 集 . 
.证 明 : 车 |a| = n, 则 |P(aj| = 2 

证 明 : 车 Yn Ew val<e. 

证明: 可 数 无 限 集 可 与 真子 集 等 势 . 
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4 .4 ” 良 序 定 理 , 选择 公理 


土 节 最 后 建立 了 事实 : |a| 是 否 有 意义 ， 取 决 于 a 是 否 可 良 
” 序 . 就 是 说 ，a 是 否 可 良 序 ， 关 系 到 是 否 可 用 与 基数 等 势 的 方式 计 
算 a 的 元 素 个 数 . 

下 面 我 们 尝试 证 明 命 题 ;“ 任 何 集 都 可 良 序 ”. 我 们 发 现 ， 为 了 
完成 该 命题 的 证 明 ， 过 去 已 有 的 公理 是 不 够 用 的 . 

良 序 定理 ”任何 集 都 可 良 序 . 

证 明 任 给 集 a， 为 了 建立 a 的 良 序 ， 先 作 映 射 

9 : Pla)- 40} 一 0， 
使 得 对 & 的 任 一 非 空子 集 z, g 具有 性 质 g(z) € zx. 取 充 分 大 的 序 
数 wa， 使 a 到 a 不 存在 单 射 (例如 ， 取 a = a+、 则 不 会 有 a < a， 
否则 导致 a E a. at+ 定义 见 4.2 节 定 理 1 ). 再 任 取 一 个 不 在 a 中 
的 集 so( 即 so #4 a ). 利用 具有 性 质 g(z) E z 的 g 再 作 一 映射 
Fa 一 QUfsoh 

对 任意 76E aw， 


gla- fy) 阁 4a 一 fy #0 


es ee WW) 


f(7) = { 
其 中 f[y] 指 {f(8) | 8 < y}. 这 是 序数 w 上 的 超 限 归纳 定义 . 具 
体 可 按 序 写 : - 

f(0) = g(a), (€ a) 

f(1) = g(a ~ f[1]) = g(a — {f(0)}), 
(€ a— {f(0)}) 

f(2) = g(a — f{2]) = g(a ~ {f(0), f(1)}), 
(E a— {fF(0), FOOD 
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由 f(xy) 的 定义 式 (1) 知 ， 当 a 一 fly] 关 0 时， 总 有 
f(Y) Ea 一 fiyj， (因为 g(x)€ 7) (2) 
当 a 一 f[y] = 0 时 ( 即 用 9 抽 尽 了 a 中 的 元 素 后 ),，f(Y) = so . 
4 中 一 定 会 归 现 使 a 一 flY] = 0 的. 事实 上 ， 如 果 这 样 的 y 
始终 不 出 现 ， 由 f(y) 的 作法 (1) 便 可 知 始终 有 
jl7) = 一 Am) 7Eea， 
这 说 明 了 是 a 到 a 的 单 射 (理由 是 ， 当 有 <Y 时 0O) Ee F7l， 故 
Age-Tf 但 f(yY) ea-f{ty] (由 (2)) 所 以 所 3) 天 Fn) 
这 与 w 的 取 法 牙 盾 ( a 原 被 取 为 不 存在 到 a 的 单 射 的 序数 ). 
”人 令 和 是 使 a 一 fy] = 0 的 最 小 序数 7. 这 时 a = f[yo]， 于 
是 便 由 f 用 Yo 中 的 良 序 “E? 诱 导出 a 中 的 良 序 . 
证 毕 
有 了 和 良 序 定 理 ， 任 何 集 a 经 良 序 之 后 ，|a| 都 有 意义 . 
审查 良 序 定理 的 证 明 ， 我 们 发 现 其 中 用 到 了 一 个 新 的 结论 . 下 
面 氨 述 这 个 结论 ， 并 尝试 加以 证 明 . 
命题 * 对 任意 集 a 都 存在 选择 函数 9 : (oj-{0} 一 :a 
使 g(x)E z， 其 中 工 是 a 的 任 一 非 空子 集 . 
证 明 先 设 a 是 良 序 集 . 任 取 rz EP(a) 一 {10}. 令 
9(2) = 7 的 最 小 元 (€ zx). 
当 0 不 是 良 序 集 时 ， 先 用 良 序 定理 使 4 得 到 良 序 . 
证 毕 
我 们 用 和 良 序 定理 证 明了 命题 *， 而 和 良 序 定理 的 证 明 要 用 命题 
+, 上 面 的 循环 论证 说 明 : 
良 序 定理 一 命题 * . 
命题 * 涉及 到 与 本 数 的 定义 法 有 关 的 一 条 原则 : 同时 可 从 每 
个 非 空 集中 各 选 一 个 元 素 . 如 果 这 些 非 空 集 的 个 数 有 限 ， 这 样 的 选 
取 不 成 问题 . 如 果 有 无 穷 多 个 非 空 集 , 是否 承 认 “ 无 限 次 的 同时 选 
择 ? 为 有 意义 的 事 ? 
现在 把 这 条 原则 总 结 成 一 条 公理 : 
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(AC) ”选择 公理 
对 任意 集 c， 存 在 以 “ 为 定义 域 的 选择 函数 9 ,使 得 对 c 的 每 
个 非 空 元 素 zx, g(x)€ xz. 


上 面 陈述 的 选择 公理 (AC) 与 命题 * 稍 有 不 同 ， 但 都 与 良 序 
定理 互相 等 价 . 检查 我 们 上 面 作 的 循环 论证 ， 易 知 以 下 事实 得 到 了 
证 明 : 

(AC) 一 命题 * 一 良 序 定理 一 (AC). 
选择 公理 在 数学 的 各 个 分 支 中 都 有 重要 的 应 用 ， 成 了 很 方便 
的 工具 . 选择 公理 的 代数 形式 是 Zorn 引 理 . 


Zorn 引 理 。 若非 空 偏 序 集 o 的 每 个 全 序 子 集 在 a 中 都 有 
上 界 ， 则 必 有 极 大 元 . 


定理 ! (AC) 一 Zorn 引 理 . 
证 明 设 非 空 集 a 以 < 为 偏 序 ， 且 a 的 每 个 全 序 子 集 在 a 中 
有 上 界 . 我 们 要 找 出 a 的 极 大 元 . | 
取 选 择 函 数 
9: Pla)— {0} 一 ca，90z)Ezi 
再 取 充 分 大 的 序数 w， 使 a 到 a 不 存在 单 射 . 另 任 取 集 so 4 a. 
在 a 上 归纳 定义 函数 了 : a -一 aU {so}， 


ofD] 在 a 中 的 严格 上 界 的 集 ) 
f(y) = 若 fly] 在 a 中 有 严格 上 界 
so 车 f[y] 在 a 中 无 严格 上 界 


z 是 fiy] 的 严格 上 界 ， 指 YA ey f(8) <z 

现 证 一 定 存 在 € a 使 f(y) = so . (上 反 证 ) 设 Vy € af(Y) 
s0， 则 对 任意 7 E e，f(Y) 是 fly] 在 a 中 的 某 个 严格 上 界 ( 由 选 
择 函 数 9 选 出 ) 当 7 e ?2 时 ，f(%1) E f[y2], 而 f(y2) 是 flyal 
的 严格 上 界 ， 故 fl71) < f(yY2). 这 说 明 广 是 严格 递增 函数 ， 从 而 
f 是 a 到 a 的 单 射 于 是 与 a 的 取 法 矛盾 ， 
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既然 存在 ? 使 f(y) = so， 取 使 F(7) = so 的 最 小 7Y， 记 为 
Yo. 这 时 flyo] 一 定 是 a 的 全 序 子 集 ， 理 由 是 : 5 E 8 E Yo 时 ， 注 
意 Yo 的 最 小 性 ，f(6) 关 so0 且 f(8) 关 so0, 而 Jp) 是 JI 在 a 
中 的 严格 上 界 ， 故 f(6) < f(B). 由 Zorn 引 理 的 假设 条 件 ，f[yo] 
在 a 中 存在 上 界 b. $b 就 是 要 找 的 a 的 极 大 元 . 事实 上 ， 若 5b 不 是 
极 大 元 ， 则 有 z E a, b < z. 而 这 说 明 z 是 f[Yo] 的 严格 上 界 ， 从 
而 f(y0) E a， f(yo) 关 so， 牙 质 . 

证 毕 
定理 2 Zorn 引 理 一 (AC). 
证 明 给 定 集 c， 我 们 要 找 c 上 的 选择 函数 . 作 
a 二 {f | f 是 c 的 某 个 子 集 上 的 选择 函数 }. 

了 是 d(C c) 上 的 选择 函数 ， 是 指 f 由 这 样 的 有 序 对 (z，、f(x)) 构 
成 ，z:E d，f(z)Ez 或 z=0. 

研究 偏 序 结构 (a，<) , 其 中 “<” 为 《CC 但 闫 ”, 任 取 的 全 序 
子 集 5 (2 的 成 员 f 都 是 c 的 子 集 上 的 选择 函数 ; 上 的 全 序 性 是 指 
对 任意 用，f2 €E 5b， 有 nC fa 与 hp C fi 二 者 必 居 其 一 ). 6b 的 全 序 
性 保证 了 Ub 也 是 选择 函数 ， 是 由 5 中 选择 函数 所 包含 的 有 序 对 的 
全 体 组 成 ， 故 有 

Dom(Ub) C ec. 

这 说 明 Up E ga， 且 U5 是 5 在 a 中 的 上 界 . 现在 可 用 Zorn 引 理 断 
言 c 有 极 大 元 9 . 

剩 下 要 证 明 Dom(g) = c， 从 而 9 就 是 c 上 的 选择 函数 . ( 反 
证 ) 假 设 存在 > € ce 一 Dom{g). z 关 0 时 取 yE€Ezxz;z=0 时 取 
y = 二 上 .于 是 得 gu te 让} E a， 与 g 的 极 大 性 矛盾 . 

证 毕 
(AC) 与 代数 中 弟 用 的 Tukey 引 理 也 是 等 价 的 . 


Tukey 引 理 若非 空 集 a 具有 有 限 特征 ， 则 a 按 “cC” 有 极 
大 元 素 . a 和 具有 有 限 特征 是 指 a 具有 性 质 : 


7 € 4 ++ zx 的 所 有 有 限 子 集 都 属于 4a . 
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定理 3 Zorn 引 理 一 Tukey 引 理 . 
证 明 设 a 有 有 有 限 特 征 . 研究 偏 序 结构 (a，<) ,其 中 “<” 为 
“C 但 了 2” 任 取 a 的 全 序 子 集 b. Ub E a， 这 是 因为 Jb 的 任 一 有 
限 子 集 属于 a( 事 实 上 ， 因 b 为 全 序 子 集 ， 故 Ub 的 有 限 子 集 必 是 b 
的 某 个 元 素 的 有 限 子 集 ,， 因 而 是 a 的 元 素 ). 又 知 Ub 是 5 的 上 界 
`(Yz.&€ 5,，z C Ub). 现在 可 用 Zorn 引 理 得 出 结论 : a 有 极 大 元 . 
证 毕 
定理 4 Tukey 引 理 - (AC} 
证 明和 任 给 集 c， 作 
a 二 {ff 是 c 的 某 个 子 集 土 的 选择 函数 }， 
易 知 
了 Ea 一 的 任 一 于 集 E a， 
故 a 具有 有 有限 特 征 . 出 Tukey 引 理 ，a 按 “C” 有 极 大 元 9. 与 定理 
2 证 明 中 的 最 后 部 分 一 样 可 证 9 是 ec 上 的 选择 函数 


证 毕 
至 此 我 们 证 明了 : 
良 序 定理 |a| 对 每 个 集 a 都 有 意义 ( 4.3 节 命题 1 ) 
一 选择 公理 (AC) 
”Zorn 引 理 
一 Tukey 引 理 


最 后 再 给 出 (AC) 的 另 一 种 变形 (后 面 要 用 到 ): 


命题 +* 对 任何 集 <， 存 在 序数 a 和 以 a 为 定义 域 的 画 
数 广 使 cCRanlP. 


定理 5 ” 庚 序 定理 : 命题 +* . 

证 上 明 (一 】 将 'c 良 序 ，¢ 的 序 型 设 为 og， 则 c ~ a . 保 序 双 
射 了 : a 一 + c 即 为 所 求 函 数 . 

{ 一 ) 用 命题 +*# 中 的 函数 让 定义 任意 集 e 的 席 阅 如 下 . 对 性 
意 z Ec, 令 


OG% 


g(r) = min {Bb ea |f(8)= 7). 
9: ec 一 a 是 单 射 ， 理 由 是 : 若 zi1，zi € c，zl 尖 2a 且 
9(z1) = g(xz2)， 则 存在 BeEa，f(8) = zi，J(O)= x2, 与 1 是 
映射 矛盾 . 利用 单 射 g 便 可 得 到 ce 中 的 良 序 及:. 
TRYy 下 (7) < g(y). 
加 证 : 圭 i 
与 选择 公理 等 价 的 命题 相 当 多 . 数学 的 各 分 支 中 ， 有 社 多 命题 
不 用 选择 公理 便 得 不 到 证 明 . 选择 公理 得 到 普遍 的 承认 ， 除 了 它 的 
重要 应 用 ， 还 有 一 个 重要 原因 是 G5del 于 1938 年 证 明了 ; 假如 
ZF 是 无 矛盾 的 ， 那 么 ZF+(AC) i 6.7 De 
增加 了 {AC) 后 的 ZF 记 作 ZFC : | 
ZFC = ZF+(AC). 
如 果 把 所 有 可 良 序 的 集 构成 的 类 记 作 WO， 邢 么 选择 公理 可 
箱 单 表示 为 
(AC) VvV=WO. 


练 习 十 五 


1， 设 e 由 有 限 个 非 空 元 素 组 成 . 不 用 (AC) 证 明 存 在 c 上 的 
选择 函数 . 

2、 利 用 Tukey 引 理 证 明 : 任意 向 量 空间 定 有 基底 : 

3， 用 选择 公理 证 明 : 任意 关系 r 可 变 成 与 + 有 相间 定义 域 的 
函数 有 ( 即 ，f C r，f 是 函数 ，Dom(f} =Dom(7)}. 


4 .5 基数 与 选择 公理 有 关 的 性 质 


承认 选择 公理 ， 可 以 建立 基数 的 更 多 性 质 . 本 节 中 命题 的 证 明 
都 使 用 (AC). 
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命题 1 任意 集 a 和 b 之 间 可 进行 比较 : ec 三 0 v |b|Xa. 
证明 ”作为 序数 ，la| 和 | 站 可 比较 大 小 : lel 第 Y 外 Sa. 
当 |aj < 时 ec 出 lal ~ bl, oe Tb; 
当 |8| < |al 时 , JB Clal, 加 和 lol Se 
证 毕 
4.3 节 中 曾 把 “a 是 有 限 集 ”定义 为 |a| < wo. 无 限 集 可 定义 为 
非 有 限 集 : 加 : 
是 无 限 集 ja] > wo. 
命题 2 “无限 集 必 包含 可 数 无 限 子 集 . 
证 明 .a 是 无 限 集 ， 则 wo < ja|，wo ~ la|, wo a. 于 是 存 
在 wo 到 a 的 单 射 F，wo 之 flwo] ca Fuo] 便 是 a 的 可 数 无 限 
子 集 . 
定义 ] ( Dedekind 有 限 集 与 无 限 集 ) 
Dedekind 有 限 集 指 不 与 自己 的 真子 集 等 势 的 集 . 
Dedekind 无 限 集 指 能 与 自己 的 真子 集 等 势 的 集 . 
定义 毕 
命题 3 a 是 有 限 集 一 “ 是 Dedekind 有 限 集 . 
证 明 (一 ) 即 4.3 节 定 理 1 . 1 
(一 ) 设 .a 是 无 限 集 . 由 命题 2，a 必 含 有 可 数 无 限 子 
集 ， 这 时 易 知 a 可 与 真子 集 等 势 ， 故 不 是 Dedekind 有 限 集 (参见 
练习 十 四 题 6 小 
证 毕 
命题 4 ”车 存 在 a 到 ， 的 满 射 , 则 5b 仿 a， 进 而 1b| < lal. 
证 明 先 使 a 成 为 良 序 集 . 已 知 存在 满 射 了 : ao 一 六 由 三 
可 定义 8 到 & 的 单 射 g: 
9(9) = 请: 的 最 小 元 .1 f 为 满 射 故 f -1[{y}] z 0) 
9 是 单 射 ， 是 因为 若 gf ) = g( 如 )， 则 
1 = flg(y)) = f(g9(y)) = 2 
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于 是 so， 加 {al, Wb| < tal. | 

命题 5 ”可 数 个 可 数 集 的 并 还 是 可 数 集 ， 即 

YnEwlan|<w 一 | Unevan| <w. 

证 明 先 使 P((Unewan) x w) 成 为 良 序 集 . 因 |as| < w ， 
人 Siw, 故 存 在 cu 到 ww 的 单 射 户 ( 不 一 定 唯一 ): f, E Pl(Unew tn) 
x w). 在 良 序 集 PP((Unewan) x w) 中 取出 最 小 的 这 种 单 射 f， 对 
每 个 ne 取 定 f, 后 ， 便 可 建立 Unewan 到 ww 的 单 射 了: 

A Be 
其 中 m 是 ze an 的 最 小 于 是 |Unew an| < ww 
证 毕 

由 命题 5 立即 可 得 jv。| = w， 这 里 v= Unewvn， 见 3.4 

节 . 


练习 十 六. 
1， 试 证 : 可 数 个 可 数 无 限 集 的 并 是 可 数 无 限 集 ， 即 


Y 和 Ew loan = = |Unew an| = ww 
2. 证 明 可 数 无 限 个 万 不 相交 的 非 空 有 限 集 的 并 是 可 数 无 限 
集 . 
3. 不 用 (AC)] 证 明 |v| = = . 


4.6 基数 的 加 、 乘 运算 


基数 运算 是 自然 数 运算 的 推广 ， 定 义 时 应 尽 可 能 保存 自然 数 
运算 的 性 质 . 

为 了 与 序数 的 加 、 乘 法 相 区 别 ， 对 基数 ， 我 们 用 十 与 x 分 
别 表示 加 法 与 乘法 . 


了 1 


定义 1 {基数 的 加 法 ) 
kt A=;:rnx{0 UAx {dl} 
定义 毕 

命题 1 mi 十 nn 二 m2 十 nn， 右边 是 通常 自然 数 加 法 . 
证 明 ”对 n 归纳 证 明 1 x {0}U nx{l} SS m+n. 
n=08H, mx{0U Ox{fl}j=mx {0} m= m+d0. 
mx {0}U (n+ 1)x {1} 

=(mx {0 U nx {1} U {(n, 1)} 

mtn UU {fn,1)} (用 了 妇 纳 假设 ) 

mnU {nt+n}=m+n+i+l. 


: 证 毕 
由 定义 1 易 知 基数 加 法 满足 父 换 律 ， 结 合 律 . 
定义 2 。 {基数 的 乘法 

RX A | XA. 
定义 毕 


命题 ? mx n= 二 1m .nn 右边 是 通常 自然 数 乘 法 . 
证 明 对 nn 归纳 证 有 明 xn 守 贡 :nn， 左 边 是 与 nn 的 
Descartes 积 . 
mx0=0=m-.0. 
mxX(ni+1)=mxnUuU mx {rn} 
mn nx {nr} {用 了 归纳 假设 ) 
Smnx{0 uu mx {1} 


s 7 人 {由 定义 1) 
二 { 由 命题 1 ) 
二 ?7 (7 十 1)， 


基数 乘法 也 满足 父 换 律 . 结合 律 . 
引 理 1 (于 ) En 一 共有 
(IT) 7 xmz<w {左边 是 nn 与 1 的 Descartes 积 ) 


?72 


(WM) >ww 了 时 an 一 十 1EK. 
证 明 (I) wen、 网 aCr 且 a 关 Al 基 数 性 质 )， 故 
OO<k. 
(TI)} .nxncnx'n (由 定义 2 ) 
三 好 -和 EC. 
由 《工交 又 天 全 交 : 有 怀 吕 ， 
( 亚 ) < > w 财 ,，A 一 定 是 极限 序数 ， 故 用 2.3 节 命 题 2 及 命 
题 4 使 可 (参见 练习 十 三 题 4 ). 
证 毕 
我 们 曾 证 明了 w x ww 之 ww {4.1 节 命 题 1 }， 现 将 结论 推广 到 
一 般 超 限 基数 的 情形 . 
定理 1 ‘(llessenberg) 
Sk>w WH kX RR 从 而 上 xX k=k. 
证 明 "入 xk 是 易 见 的 a 一 (as0) 给 出 了 所 要 的 单 
射 . 故 只 用 证 上 Xk 全 . 
对 之 忆 归纳 (应 用 #4.2 节 定 弄 2 ). 
已 知 wxasuw (4.1 节 命题 1). 
假设 人 Ak WH 》X ASA 
-在 KxKk 中 定义 良 序 4<” 如下. 任 取 5， ，6，E KK， 规 定 : 
(a.8) < (7.6) 一 
(I) max{n,3} < max{>,6}， 或 者 
(I) max{oa,83} = max{7y,6}, 但 < 
或 a= 人 AB<#. 
序数 的 良 序 性 决定 了 上 而 定义 的 序 的 良 序 性 , 由 3.1 节 定 理 1 
知 唯一 存在 序数 7 ~ x ws， 即 存在 保 序 双 射 :YY 一 一 总 Xk. 
现 只 用 将 < x 天 的 蔡 身 + 与 上 进行 比较 ， 证 明 ) 上 便 可 . 
为 此 ， 只 用 证 明 关 人 3 ， 从 而 7y 乏 闪 ，( 反 证 ) 人 设 上 ETy. 记 
AR) = 03)E RX KK, 
并 记 关 xs 中 以 (e.51 为 限 的 前 段 为 0. 因 4 A XRN， 由 2.1 节 


7 


命题 4 知 ;~ ce( 注 意 上 < 是 ?+ 中 以 & 为 限 的 前 段 ， 见 2.2 节 命 题 
1 )， 从 而 & 之 c. 不 妨 设 < a,， 则 (a,3)Eefa+l)xfa+1l)， 
于 是 


ccClat+l}x(a+l). (1} 
”由 引 理 1(H) 知 E 
Q+1E€En. (2) 

这 时 有 以 下 两 种 可 能 : 


1? a+l<w, 此 时 (a + 1)x (a 十 1) <w < 上 用 了 引 理 
1{(1)). 

2° w<at+l, 此 时 |a+1|¢w，, i 
得 a+1ew. 于 是 有 


wlatll<aot+l<w. {3) 
由 (3) 用 归纳 假设 得 
la+1lxletli < |eril. (4) 


而 由 (2) 及 引 理 1(T) 知 la 十 1 < wx， 由 此 及 (4) 得 
(atli)}x(a+l}jxla+1x|ai+tl<u. 
总 之 1? 与 2 两 种 情形 都 有 (a 十 1}x (a 十 1) < &. 结合 (1)， 
最 后 得 
| “scx(a+1l)xta+1l)<An， 矛盾 . 
证 毕 
推论 1 ， 设 A A> w， 则 有 
K+ A=kx A= max{x, A}. 
证 骨 不 妨 设 & 之 和. 要 证 明 
KX{tOTUAX{ 人 SAXASA， 
事实 上 ， 
A 和 Ax{l}C «x {0UAx {1} 
C Ax{O0}UAx{1}=Ax2 
CAxkskxACAXxASNA， 
证 毕 
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从 以 上 证 明 可 以 看 出 ， 当 上 > 1， 和 > w 时 ， 结 论 也 正确 . 事 
实 上 当 «“ = 1， 和 > w 时 ， 结论 也 正确 (练习 十 七 题 1 ). 
将 定理 1 用 到 实数 集 民 ,有 
[RI x |R| = |&i, [RI X | 如 | 六 | 如 |， 
于 是 Rx RR. 
就 是 说 ， 平 面 上 的 点 和 直线 上 的 点 一 样 多 . 进一步 可 知 mr 维 空间 
R" 的 点 和 直线 上 的 点 一 样 多 . 
下 面 的 命题 3 是 4.5 节 命 题 5 的 推广 . 
命题 3 设 :> w， 且 对 每 个 a < KK 有 laal < rk， 则 
[Uacn aa < 
” 证明 因 |ac| < kx， 故 对 每 个 w 可 取 au 到 “的 一 个 单身 
万 . 利用 这 些 万 定义 映射 三: Uac<anka — KXK 如 下 : 
vYzeEUu<naa，Fz) = (a, fal7z)), 
其 中 a 取 为 使 > E as。 的 最 小 cc， 是 单 射 ， 故 
| Uaucx ao| < Ix x «| 二 只 
证 毕 
NE w 时 ，"a 也 写成 a*， 表 示 nn 到 a 的 映射 的 全 体 ， 也 说 
成 是 由 a 的 ” 个 元 素 (可 以 重复 ) 组 成 的 有 限 序 列 的 全 体 . 
a? 规定 为 {0} ， 
命题 4 设 |al= «5, 则 la®|= «(n> 1). 
证 阴 对 ni 归纳. 取 双 射 f ;a 一 >. 
n> 1 时 ,假设 |a™!| = 上 ， 则 有 双 射 六 -1 : aa-1 一 并， 
下 面 定义 映射 g: on” 一 KXk. Vz1, ,Xn) E an， 令 
9(71， 0 Tn) = (fn , Ln), (27)). 
9 也 是 双 射 ， 故 le?| =Ax' kr 二 上 
证 毕 
命题 4 可 改 为 la| < 上 一 |a"| < k， 只 要 在 证 明 中 把 双 射 
改 为 单 射 便 可 . 
定义 3 ( 集 在 映射 族 下 的 闭 包 ) 
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设 bc ua. ee 0 一 之 下 区 网 指 
fle"] Co. 

设 天 是 由 若干 a。 上 有 限 元 映射 构成 的 集 ， ee c 在 大 
之 下 的 闭 包 ， 找 满足 以 下 条 件 的 最 小 疡 : 

(I) eceC5Ca， 

(TI) 5 在 下 中 的 每 个 映射 之 下 和 皆 封 闭 . 

| 定义 毕 

对 给 定 的 c<C a 及 大 定义 3 中 的 闭 包 忆 总 是 存在 的 ， 且 可 
表示 成 

b=N{fdCa|]ecCd,d 在 大 的 每 个 映射 之 下 封闭 }. 

定理 2 设 x>w, cCa, lel<uw, 三 由 a 上 的 有 限 
元 揣 射 组 成 ， 人 车 5 是 c 定 大 之 下 的 闭 包 则 
lb| < < 

证 阴 任 取 d Ca 车 | 相 < 则 Jd"| < (由 命题 了) 车 
fE 大 是 m 元 映射 则 la™] < AtEH 4.5 节 命题 4 ). 令 

by 二 c,， 
5n+l = baU(U{fl87] | f 是 大 中 的 m 元 映射 }). 
利用 命题 3 对 n 归纳 可 证 每 个 |b,| < ke 在 丰 之 下 的 闭 包 是 
b= Unewbn . 
再 用 命题 3 得 jb| 之 «. 
证 毕 

阁 把 定理 2 条 作 中 的 < 之 改 为 fk< w， 则 由 4.5 节 命 题 5 

知 <w . | 


练 习 十 七 


1， 证明: 当 和 A>w 时 ， 1 二 入 =1xi A=A. 
2. 证 明 : 十 和 x' 满足 交换 律 与 结合 律 . 
3. 证 明 : 每 个 无 限 群 一 定 有 可 数 无 限 的 子 群 . 
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4， 证 明 : ( 工 ) 天 十 = 人 十 和， 
(TY ARXA=|A A|. 
其 中 上 十 入 与 天 .分别 是 序数 的 加 与 乘 (定义 网 3.3 节 )，. 


4 .7 基数 的 指数 运算 , 连续 统 假设 


我 们 已 经 知道 Pi ) 守 “2( 见 练习 十 二 题 4 )， 其 中 
“= 一 2 . 
现 把 这 个 结论 推广 刘 更 一 般 的 情形 . 本 节 证 明 中 自由 使 用 (AC). 
| 命题 1 Pla) 之 “2, 其 中 和 2=1f|j :a 一 2}). 
证 明 要 构造 Pa) 到 "2 的 双 射 g. 对 任意 8 C a ， 取 如 下 
定义 的 隐 数 ce E “2 作为 g(5b): 


(2) L 次 x ED 
cp(2) = 
b、 Dp 若 TEa-4b 


cp 叫 散 并 Ca) 的 特征 咀 数 . qo 是 单 射 , 因为 & 的 不 同 子 集 有 不 同 
的 特征 函数 : 9 是 满 射 ， 因 为 任 一 上 :au 一 > 2 都 是 na 的 某 个 子 集 
的 特征 画 数 . 
证 毕 
定义 1 (基数 的 指数 运算 ) 
x 二 .其 中 人 = {| ff: 和 Ak}. 
定义 毕 
例 好 3 到 2 的 映 册 共有 8 个 故 2 = 2 =8. 
定义 1 与 普通 自然 灼 的 指数 运算 是 一 致 的 ， 但 与 基数 作为 序 
数 的 序 指数 运算 (网 3.3 蔬 ) 一 般 是 不 一 致 的 . 
不 作 说 明 时 ，k* 表示 基数 运算 而 不 是 序 指数 运算 . 


命题 2 RAT A NK, (kK) = RMX EL., 
证 阴 ”容易 星 证 上 十 学 实 : 


b 


(IT) awb -- Co "ee. 


于 


一 


{(I) uaNb=0 ~— "ew 'ex ?re, 
I wm 
于 是 有 
a UA OE {由 (I 工 ) 及 二 的 定义 ) 
SX xex{l} 天 (由 (II)) 
SMR XR KX KF (定义 1) 
RX RL, {x' 的 定义 ) 
sy Sk) SN (I) 
局 入 XHK 入 入 X Hp ， 
证 毕 
定理 1 设 2<kx<A 且 和 >w, 则 * = 2* =|P(AY. 
证 明 ”和 到 A 的 映射 feE P(X x 人， 故 * 和 CPOX A 和) 我 
们 有 
2 CkCIACPOA XA LTP) s 2， 
于 是 Mk ~ *2 导 P(A). 
证 毕 
我 们 知道 实数 集 及 = PP(w) 之 "2， 故 
IR| =2”>w. (由 4.1 节 定理 2 ) 
现 问 : |R| =? 也 就 是 问 : 直线 上 有 凶 少 个 点 ? 


(CH) “连续 统 假设 


2 co] . 


(GCH) 广义 连续 统 假设 
Ya (27° = wart1). 
(CH) 是 (GCH) 当 a = 0 时 的 特殊 情形 ， 
在 不 假设 选择 公理 成 立 的 情形 下 ， 广 义 连 统 假设 的 表述 是 
Vi (“2 ~ K+)， 
其 中 k+ 是 比 超 穷 基数 大 的 最 小 基数 [ 见 4.2 节 命 题 5 ). 
?8 


wl 是 比 大 的 最 小 基数 . 如 果 2 = wi 成 立 ， 即 连续 统 假 设 
为 真 ， 那 么 在 w 和 |R| = 2 之 间 没 有 其 他 基数 . 这 样 ， 实 数 集 及 
的 任何 无 限 子 集 要 么 和 w 等 势 ， 要 么 和 了 等 势 . 

Cantor 于 1878 年 提出 了 2”= ww 的 猜想 ， 并 设法 证 明 它 ， 
但 来 成 功 . 

本 世纪 以 来 关于 这 个 问题 的 研究 取得 了 重大 进展 .Gidal( 
1938 年 ) 和 Cohen( 1963 年 ) 的 工作 得 出 了 重要 结论 : CH 和 GCH 
是 * ZFC 不 可 判定 ”的 ， 即 ; 在 ZFC 系统 中 既 不 能 证 明 CH， 也 
不 能 推翻 GCH . 


练 习 十 八 
[ni =? 
K > Ww r=? 
证 明 : 2%。 > wai . 
. 设 > 0. 证明: 
(IT) A = Kk* > RE: 
(HY -wR 


4.8 共 尾数 


为 深入 研究 基数 的 性 质 。 例如 基数 指数 运算 的 性 质 ， 需 要 引信 
共 尾 数 的 概念 . 

定义 1 (与 极限 序数 共 尾 ) 

设 a 为 极限 序数 . 序数 8 与 a 共 尾 ， 指 存在 8 到 .a 的 无 界 
映射 映射 / : 8 一 ; a 是 无 界 映 射 ， 指 f [IB ( 即 Ran(f) ) 在 a 中 
无 界 : 


六 


Yao € & 3fo €8 fff)> ao. 
定义 毕 
例 1 ww 与 w:2 共 尾 ，、 因 为 有 无 界 映射 有: w 一 昼 .2， 
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fin)y=w+n. | 

因 ww:2= 志 二 2 二 Df 十 |1nEw},， 故 flw] 在 ww.2 中 无 界 . 

由 定义 1 易 知 

{I}) 若 问 守 Q， 则 8 与 x 共 尾 因为 等 势 双 射 是 无 界 的 ， 

{JI) 若 与 a 共 尾 有 535<Y， 则 与 a 也 共 尾 . 

因为 只 对 被 限 序 数 讨论 共 尾 的 概念 ， 所 以 下 面 定义 2 中 的 共 
尾数 也 只 对 极限 序数 有 定义 . 

定义 2 { 共 尾数 ) 

极限 序数 a 的 共 尾 数 记 为 cf(0)， 指 与 a 共 尾 的 最 小 序数 . 

定义 毕 

出 定义， 车 2 = cf(Q)， 则 意味 着 : 

(I) .存在 8 到 a 的 无 界 喘 射 ( 8 与 a 共 尾 ); 

[JTJ) 车 存在 Y 到 a 的 无 界 喘 射 (如 7 也 与 a 共 尾 )， 则 
3 < Y{ 8 有 具有 最 小 性 ); 

(了 ) <a 即 cffa) < al 注 意 o 到 a 的 恒 等 映射 是 无 界 

命题 1 存在 严格 递增 的 无 界 映射 f : cf(a) 一 . 

证 明 任 取 无 界 映射 9 : cffa)] 一 Q. 用 9 可 定义 cffa) 到 
a 的 递增 的 无 界 喘 射 三 : 

f(B)} = max(g(8), U{fY) +1|7Y < 58). 
9 的 无 界 性 决定 了 f 的 无 界 性 . 由 2.2 节 命 题 5 {本 )，f 满足 
Y<B — fl7)< f(8). 
证 毕 

由 命题 1 知 cf(a) 也 是 极限 序数 (否则 cf(a) 到 a 的 严格 递增 
的 映射 都 有 界 ). 

命题 2 车 存在 c 到 8 的 严格 递增 无 界 映射 ， 则 cffay) = 
ct(8). 

证 明 设 f 是 a 到 8 的 严格 递增 无 界 映 射 . 

(1) 先 证 cf(8) < cfla). 
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取 cfla) 到 a 的 无 界 映射 /， 9 与 f 复合 起 来 ， 记 为 h 
cffa) 一 B. 是 光 界 的 ， 即 hlcf(o)] 在 8 中 无 界 ， 理 由 如 下 . 
对 任 一 Bo € 38， 可 取 mo E.a 使 fltao) > 5( 由 了 的 无 界 性 ). 
再 取 ?y € cf(a) 使 9(Y) > ao( 由 9 的 无 界 性 )，f 严格 增 ， 故 
h(Y)= f(9(07)) > Fao)> 0. 

cf (a) 与 cf(8) 都 与 3 共 屁 ， 而 cf(/) 具有 最 小 性 ， 故 
cl(8) < cffa) . 

(HI) 下 证 cf (a) < cf (8). 

取 cf (81 到 8 的 元 界 映 射 9. 现 构造 cf (8) 到 a 的 无 界 映射 
h: YY Ecf(B), 令 


hlY) 二 a 中 使 f{6) > g(7) 的 最 小 5. (1) 
任 取 ao € a，flao) € 38. 由 g 的 无 界 性 知 存 在 bo & cf(8) 使 
g(t) > foo) (2) 


现 可 断言 h(30) > oo， 从 而 征明 hh 是 无 界 的 . ( 反 证 ) 设 ao > 
h(B80】 ， 那 么 
fao) > f (hlB0)) ( 的 递增 考 ) 
> g(#0) { 外衣 的 定义 {17 取 为 0) 
这 与 (2) 矛盾 . h :、cf(3) 一 a 既 为 无 界 映 射 、 由 cf(a) 的 最 小 
性 得 cffa) < cf(8). 
证 毕 
命题 3 clect oa)} = cta) . 
证 明 由 命题 1 知 存在 cffa) 到 a 的 产 格 递增 的 无 界 喘 射 ， 
再 由 命题 2 使 得 cffcttle)) = cffo) ( cf(a) 是 极限 序数 ， 见 命题 1 
后 说 明 ). 
证 毕 
定义 3 (正则 序数 与 奇异 序数 ) 
正则 序数 是 指 与 自己 的 共 尾 数 相等 的 极限 序数 . 
非 正 则 序数 叫做 奇异 序数 ， 
定义 毕 
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命题 4 对 任何 极限 序数 wx，cffa) 总 是 正则 序数 . 

证 明 由 定义 3 与 命题 3 即 得 . 

证 和 毕 
命题 5 ”正则 序数 一 定 是 基数 . 
证 明 正则 序数 a 车 不 是 基数 ， 则 有 < a，8 sa，8 与 

a 共 尾 . 于 是 由 cf(a) 的 最 小 性 得 cfta) < 8 < a， 这 与 a 的 正则 

性 矛盾 . 

证 毕 
因 w 是 最 小 的 极限 序数 ， 故 cftw) = w. w 是 正则 的 基数 . 但 

并 非 任何 基数 都 是 正则 的 ， 例 如 性,( 见 命题 6 ). 
命题 6 对 极限 序数 a， cflws) = cf(a}). 作为 特例 ， 

cf(w,)}=w. | | 
证 明 ” 按 命题 2， 只 要 能 建立 a 到 w。 的 严格 递增 无 界 呐 射 f 

使 可 . 对 任意 BE a, 令 f(8) = wa，/ 即 为 所 求 ，f 的 严格 递增 

性 见 4.2 节 命题 7{ 硬 )，a 是 极限 序数 ， 故 wo = U{wsy | YE a}. 

易 见 ffa] 在 wa 中 元 界 . 

证 毕 
命题 7 设 三 : 9 一 a 是 无 异 山 身 ， 且 a 是 极限 序数 (此 
时 8 与 ca 共 尾 )， 则 
a = Uf[A]. 
证 明 先 由 a 的 可 递 性 可 得 U AI6] Ca. 
任 取 7E oa: 已 知 j[9] 无 界 ， 故 存在 6 € 8 使 f(6) > .由 
此 知 
>yEuF9] . 
证 毕 
命题 8 后 继 基数 kt 一 定 是 正则 基数 . 
证 明 只 用 证 明 对 任意 a < kt+， 不 存在 |a| 到 «+ 的 无 界 映 
射 ， 所 以 二 «t+ .{ 反 证 ) 设 上: |al 一 x+ 是 无 界 映射 ， 则 
由 命题 ?7 知 «+ = Ufllal] = Up<lel709). 
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B< lal 时 ，H(B) en+, 故 |f(3)| < ;又 因 |a|< ks+， 故 
lal < kx. 由 4.6 节 命 题 3 得 k+ < nk， 艺 秆 . 
证 毕 
Cantor 证 明了 a < Pfa) s 2， 由 此 可 得 2* > «. 现在 可 进 
一 步 断言 当 < > w 时 cff2*) > «. 为 此 先 建立 下 面 重 要 的 Konig 
引 理 . 
引 理 1 (Ksnig) 
设 k>w 且 cf(rx)<A, 则 kr* > K， 
证 明 只 用 证 任意 9 : kk 一 *« 都 不 是 满 射 ， 从 而 < 关 * . 
因 入 > cf(w)， 故 存在 无 界 映 射 / : 入 一 -+k. 现任 取 o EA 和. 
将 a 固定 ， 则 对 任 一 8 € f(a) EKk， 有 
BExr, gbBIEan， (ga)e xn. 
故 自然 有 了 f(a) 到 < 的 子 集 {(g(3))(a) 18 < f(a)} 的 满 射 , 由 
4.5 节 命 题 4 知 该 子 集 一 定 是 & 的 真子 集 : 
|{{9(BD)(o) 1 8 < fla)}) < If(o)) < <. (3) 
下 面 构造 六 : A 一 一 点 使 hg[x]， 从 而 证 明 yg 不 是 满 射 . 
根据 (3)， 可 设 、 
hao)= 集 (< 一 {(9(B))(e) 183< f(a)})) 中 的 最 小 序数 ， 
其 中 a € 和. | 
现下 岂 区 4 .( 反 证 ) 设 AEg9k， 即 存在 6o E 天 使 六 = 
9(6o) E *r. 于 是 由 有 的 定义 可 得 
(g(Bo))(e) = hlay ¢ {(gtB) (a) | 8 < 7a))}, 
再 此 即 知 fo > f(a). 因 a 任意 取 自 和 ， 故 "Po 十 1 成 了 FIA] 的 上 
界 ， 这 与 /的 无 界 性 矛盾 . 
证 毕 
引 理 1 证 明 中 用 了 4.5 节 命 题 4， 故 使 用 了 (AC) . 
定理 1 车 上 之 2 则 cff2s)> 天， 
证 明 车 cf(2*)< 二 则 由 引 理 1 得 (2*)* > 2"*, 但 
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(2 
证 毕 
推论 1 Ds 
证 明 由 定理 1，cf(2%) > ww :但 由 命题 6，cflw,j = wm . 
证 毕 
如 果 除 了 承认 (AC) 还 承认 {GCH)， 则 可 得 下 面 的 结果 
定理 2 设 &>2, 入 >1 且 <s>w 或 入 >ww， 那 么 
(I) EX<A 一 Ah =At, 
(I) cf(g) <A<k 一 k 一 At 
(HH) A<cf(x) 一 kg* =k. 
证 明 (ITI) 由 4.7 节 定理 1 及 (GCH) 即 得 &* = 2 = At+. 
(II) 由 引 理 1 有 AAA> 关 又 Ap、 SAk 2 kt., 
( 醒 ) 先 证 
R= Uf a|o < nr}. (4) 
设 f EE Mk. 因 入 < cf(r)， 故 f 不 是 无 界 映射 . 于 是 存在 
aeEek，a 是 f[A] 的 上 界 . 这 说 明 feE “a 县 
f EU{a|la<n}. | 
若 f &E*a(a <A)， 则 当然 有 /< Mx. (4) 证 毕 . 
再 证 当 a < 时， 
Pal < (max(lal， A)t < «. (5) 
事实 上 ，j>al = lall = Ia， 于 是 
当 和 > al 时 ,las= + (由 (IT) ): 
当 和 < |a| 时, Jal* < alsl=ijalt (人 也 由 (IT) ). 
总 之 


全 


Mal = :ax| < (max(lal, A))+. 
多 因 |al a<ix， 且 入 < dr) 之 rw， 故 (5) 证 毕 . 
由 (4)，(5) 及 4.6 节 命 题 3 便 得 x* = 天. 
证 毕 
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练 习 十 九 
1， 设 we 是 正则 极限 基数 (被 叫做 弱 不 可 达 基 数 ), 证 明 : 


wa 二 中. 
0 A 4 
{T) a 是 极限 序数 ， 
(TIT) wa=a, 
( 亚 ) cf(a)=w. 
(NY) a 是 具有 性 质 {(I)，(H)，( 亚 ) 的 最 小 序数 . 
3， 设 < 是 正则 基数 . 证 明 : 在 GCH 之 下 ， 
上 是 极限 基数 一 上 >w 且 YA<A(2 <A) 
(此 命题 可 改 述 为 : 在 GCH 之 下 ， 弱 不 可 达 基 数 = 强 不 可 达 基 数 ) 


$5 


5 ”相对 无 矛盾 性 


五 六 


已 


$5.1 再 谈 集 沦 的 形式 语 
在 深入 研究 ZF 系统 之 前 ， 有 必要 先 深 入 讨论 一 下 集 论 的 形 


集 论 形式 语言 的 字母 表 有 多 种 选择 而 功能 相间 . 为 了 方便 ， 从 


) 


式 语言 . 
现在 起 采用 以 下 字母 表 : 
-, 人 人, 3, ), (, = ，E 及 小 写 的 拉丁 字母 (可 带 下 标 ) 
原子 公式 有 两 种 形式 : xz EyY 和 zz.=?. 
其 他 层次 公式 都 由 原子 公式 经 有 限 次 使 用 ~”，A 及 得 到 ， 
具有 以 下 三 种 形式 : 
-Pp). (¥) A {WE), dr(y) 
其 中 yw, 区 为 已 有 的 公式 ，z 可 换 成 草 的 变 元 字母 
引进 一 些 缩 写 : 一 
wp))) 简 记 为 YzfeP) ， 
简 记 为 (w) v (区)， 
【他 让 


一 (zf 人 
(CP) A CU)) 
(-(P)) VY (sw) 简 记 为 (yw) 一 [w)， 
((p) 一 人) A {( 如 ) 一 (¥)) ， 简 记 为 (p) 一 
如 同 以 前 一 样 ， 常 常 省 去 一 些 括号 ， 引 进 一 些 新 符 导 ， 其 至 把 
普通 语言 也 来 进 公 式 中 去 . 这 样 的 公式 不 是 原来 意义 下 的 公式 ， 但 
随时 可 以 写 出 它 原来 意义 下 的 形式 . 
出 现在 3z 中 的 zx 和 3z 作用 范 转 中 的 > 被 称 作 是 约束 出 现 
的 . 不 是 约束 出 现 的 ， 便 叫 微 是 自由 出 现 的 
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如 不 说 明 ， 公 式 Plz) 中 的 x 指 自由 出 现 的 zx. 并 不 排除 zx 在 
Pp(z) 中 不 自由 出 现 , 用 变 元 上 去 途 个 替换 2fz) 中 所 有 自由 出 现 的 
z 得 到 的 结果 记 作 sp(t) : 如 果 在 所 得 结果 中 上 受到 约束 那么 称 
这 种 代 换 是 不 自由 的 , :否则 称 代 换 是 自由 的 . 

例如 ， 若 用 p(z) 表示 公式 

(3ztz = y)) A (3y(r € y)), 
则 oo(t) 表示 公式 
WE (dz(t = WD) A (y(t € 9)). 
2(2) 表示 公式 
(dz{y = 细 ) A (3y(y € 9)), 
这 种 代 换 不 是 自由 的 ， 因 为 用 y 替换 第 二 个 z 后 ，y 受到 了 约束 . 
不 合 有 自由 变 元 的 公式 叫 收 闭 式 或 语句 . 
设 工 是 由 一 些 公式 组 成 的 焦 ，”P 是 某 个 公式 . 我 们 用 符号 
Ttw 
表示 %p 从 TT 可 以 形式 地 证 明 ， 邑 存在 着 校 一 定 规 则 写 出 的 公式 的 
有 限 序列 Pi，-… ，w (一 篇 “证 明文 章 ”)， 使 Pn 就 是 公式 wp 
这 里 的 规则 指 以 下 四 条 : 

《I) 在 序列 中 车 已 有 Pi ， 则 可 写 出 Yze; ，x 是 任 一 变 元 . 

(IT) 在 序列 中 车 已 有 Pi 和 wi 一 wp; 、 则 后 面 可 写 出 PF. 

( 殉 ) 工 的 任 一 成 员 可 在 序列 中 任何 地 方 写 出 . 

(IV) ”序列 中 可 随时 写 出 以 下 形式 的 公式 (叫做 逻辑 公理 

Pp — (Po 7), 
(P= ox)) ~ o= (ya ot{y 7X)), 
(CPP 一 到) = (PW #), 
Veop{r) 一 w(t), 
这 里 要 求 + 可 以 自由 代 换 wp(z) 中 的 > ， 
Vi(P Oo oY) 一 [op 一 Yzz)， 
这 里 要 求 z 不 在 vw 中 自 出 出 现 
。 序列 中 还 可 随时 写 出 以下 形式 的 公式 (叫做 等 词 公理 ) 


87 


人 ( 自 友 性 } 
T=Yy — Y=7, {对称 社 ) 
(r=y A y=2) — Tz, {可 递 性 ) 
X=y 一 (PP(z) 一 5( 罗 )、 (可 替换 性 ) 
其 中 y(y) 是 用 y 替换 p(x) 中 (一 处 或 多 处 ) 的 x 所 得 结果 . 
在 THF 2 中 若 荆 = 10， 则 写 F mw， 此 时 o 叫做 有 效 式 . 车 
F 总 这 坟 ， 即 部 人 是 有 效 式 , 则 说 与 好 等 价 . 
我 们 常 采用 ZF 或 ZFC 作为 工 . 这 样 ， 集 论 中 通常 进行 的 证 
明 大 量 可 策 译 成 形式 证 明 . 前 儿童 中 关于 集 所 建立 的 各 种 命题 、 定 
于 都 是 形 为 上 F yw 的 结论 ， 其 中 本 是 ZFC 或 ZFC 的 一 部 分 . 
车 FF55 与 TF “yp 对 任何 公式 2 都 不 会 辣 时 成 立 ， 则 称 开 
是 无 雍 盾 的 ， 否 则 称 T 了 为 矛盾 的 ， 
申 形式 证 明 长 度 的 有 限 性 并 如 可 因 1: 
(I) 车 THFe ， 则 存在 1 的 有 限 了 了 集 信使 入 Fw: 
(tI) 若 工 是 矛盾 的 ， 则 存在 了 的 有 限 子 集 入 ，A 信 是 天 慎 
的 . 
记 住 以 上 这 两 点 对 后 面 的 讨论 很 重要 . 
字母 表 中 有 了 两 个 谓词 符号 : = 及 E. 把 {=、E1} 记 作 2 现 来 
讨论 语言 上 & 的 扩张 . 
1° 谓词 的 扩张 
假设 原来 的 公理 集 是 工 任 取 一 个 公式 wz1,，-… ,zn 其 
中 自由 变 元 至 多 是 7， … or 在 £ 中 增加 一 个 ”元 谓词 符 号 
人 各 
Pde Erk 
这 时 5(z1,，… ,Zn) 是 新 原 了 公式 . 在 公理 集 T 中 增加 一 条 新 公 
开 
VYZ1 En OT, Ln) PUL xz) 
这 样 我 们 用 加 人 一 个 谓词 的 方法 实现 了 & 的 一 步 扩张 . 
例 她 ， 公式 Yz(2 € 4 一 2 E&Y) 中 有 两 个 自由 变 元 ( * 与 y ). 
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这 时 我 们 可 引 人 一 个 二 元 谓词 ， 用 C 表示 ， 同 时 增加 公理 
(+ YzVyzC2 一 Ye(s ET — 2€EY)), 
这 样 我 们 用 加 入 新 谓词 C 的 方法 实现 了 一 步 扩张 . 如 有 必要 ， 随 
时 可 用 新 增加 的 公理 (*) 将 C 消去 . 
2。 函数 词 的 扩张 | 
如 果 公 式 wp(z1，… ，zn， 攻 [其 中 列 出 了 所 有 可 能 的 自由 次 
元 ) 满足 


rt Yzl zwn3lgp(zl， SK i y) ， 
i 
= LU{f}. 


这 时 ?= f(z1, ，zn 是 新 原子 公式 . 再 在 了 中 加 条 新 全 
理 
Yzl on Vy(Y = 有 1 Za) 一 P(Z1，… En) Wy 
这 样 ， 我 们 用 加 入 一 个 函数 词 的 方法 实现 了 一 一 步 扩张 . ?2 = 0 时 ， 
零 元 函数 词 叫做 常 元 . 
例如 ， 因 为 有 
ZFHF Vavy dlz Yi(t E21t€Er Atey), 
所 以 可 引 人 二 元 函数 词 mn ， 同 时 增加 一 条 新 公理 
VeVvyvz(z2=2NYy 一 ViltE> 一 ez 和 { € y)). 
如 有 必要 的 话 ， 用 它 可 随时 将 nN 消去 . 
形式 集 论 的 展开 ,每 一 处 实际 上 使 用 的 是 经 有 限 步 扩张 后 的 语 
言 和 公理 集 . 下 面 的 逻辑 定理 告诉 我 们 ， 有 限 步 的 上 述 扩张 是 “ 保 
守 的 ”， 即 : 每 个 新 加 入 的 符号 都 是 可 用 原来 语言 的 符号 消去 的 , 
逻辑 定理 ” 设 语言 C 和 公理 集 按 上 述 1° 与 2。 的 方法 经 
有 限 次 加 入 谓词 和 函数 词 扩 张 成 为 £' 和 TT'. 我 们 有 
(I) 对 LC' 的 每 个 公式 w!， 存在 人 的 公式 vw 使 T'-w 
Pi 
(I 了) 对 工 的 每 个 公式 ww ,车 TF ww, 则 TF ww. 
这 个 逻辑 结论 的 证 明 ， 可 参看 j.R.Shoenfield: Mathematical 
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Logic, Addison-Wesley, 1967. 
设 所 使 用 的 公理 集 工 包含 外 延 公理 . 如 果 已 知 


Th Yriazn dzyyyEz 一 zl，2n， Y)), 
则 我 们 用 {y | p(xz1，:… ，x。，V)} 表示 唯一 存在 的 集 >( 参 见 1.2 
节 命 题 1 ). 这 时 可 用 Yi(i E z 一 plzl，… ，zn， 胃 ) 消去 
z= {y| P(r ,zn 


最 后 再 明确 一 下 关于 类 的 符号 的 处 理 . 在 我 们 的 形式 系统 中 原 
没有 类 的 符号 . 为 了 方便 , 可 以 引 人 类 的 符号 ， 但 所 有 出 现 类 符号 
的 公式 都 必须 可 用 不 含 类 符号 的 公式 代替 . 


我 们 常用 4，B,，C，M，RR,，-.. 表示 类 . 每 个 类 都 有 个 相应 
的 公式 . 设 p(x) 是 含 自由 变 元 x 的 公式 . 直观 上 , 把 {x |; wp(z)} 
叫做 类 . 考 记 好 = {x | efz)}， 则 将 会 式 efz)] 写作 zE ,或 
写作 Mfz) . 


5 .2 模型 的 形式 处 理 


引进 两 个 缩写 : 
用 3z ec Mw{z) 表示 公式 , 
Iz(z € MA VE)) (BD 3z( A (2) A plz))); 
用 Yzx Ee Mb(z) 表示 公式 
YzltzE ji 一 Wz))( 即 Yzf0agfz) — Br))). 
定义 1 (公式 wo 对 类 好 的 相对 式 sp 


对 给 定 的 公式 p 和 类 M ， 把 op 中 所 有 存在 量词 3z 全 部 改 
为 3z € A 得 到 的 新 公式 记 作 本 ， 叫 做 2 对 M 的 相对 式 . 


定义 毕 
与 py 的 差别 在 于 wh 中 的 所 有 约束 变 元 以 类 Mt 为 变化 
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定义 2 ” 侨 H 是 公式 集 T 的 模型 】 ， - Ws 
.车 从 给 定 的 公理 集 .To, 出 发 能 证 明 yp ,To pd , ， 则 
说 : 基于 To ， 公式 多 在 M 中 为 真 . 若 基于 To ，4 公式 集 工 中 的 
每 个 公式 在 非 空 关 M. 中 为 真 则 说 : 基于 To。，M 是 了 的 模型 ， 
: a 
每 当 说 到 “为 直 ” 或 “模型 ”， i ro 作 
为 出 发 点 ('To 可 以 是 空 集 )， 1 。 


可 靠 性 定理 对 任何 非 空 类 M 和 公 Hv, a 
F- pM. : 本 


这 个 尿 辑 定理 在 这 里 作为 事实 予以 承认 . 它 的 证 明 需 要 对 形式 
请 谋 的 语法 逐一 人 可靠 性 检查 (参见 通常 谓词 演算 的 可 大 性 定理 的 
证 明 ), 定理 指出 : 有 效 式 在 任何 非 空 类 中 为 真 ， | 

可靠 性 定理 推论 ”车 基于 Tu ,- M 是 语句 集 工 的 楼 并 且 
TF 2 ， 则 基于 Do ，PF 在 M 人 : 真 语句 集 推出 真 语 
名 )， 

证 明 因 Trw， 故 存在 的 有 限 个 语句 Pi or 车 


FlA Ap Oo PB. vv 
由 可 靠 性 定理 得 
F pf AAA i ee 
因 ? 是 T 的 模型 基于 To， )， 故 有 Fo F wp 人 ….A pM ， 进 而 有 
下 人 
证 毕 


-由 可 靠 性 定理 还 可 导出 下 面 的 引 理 ， 这 个 引 再 是 后 面 用 证 
明 相对 无 矛盾 性 的 重要 工具 . 
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引 理 1 设 有 语句 集 Pi ，T> ， 如 果 对 于 1, 中 任何 有 限 
个 语句 pl1，.… ，pw 都 存在 类 M4 使 
Th 3zMz) A pM A A oA, 
即 从 fa 可 证 fa。 的 每 一 有 限 片断 都 有 模型 ， 那 么 当 Ti 无 矛 导 时 
rf2 也 无 矛盾 . 特别 ， 若 从 Ti 可 证 了 2 存在 着 模型 ， 则 由 Ti 无 巴 
盾 导致 也 无 也 质 。 0 
证 明 ( 反 证 ) 设 Ti 上 内 人 一 小 ， 这 时 有 pp1,，… ,prn e Ts 使 


F (pi A :A Pn) = (PA-Y). 的 
由 已 知 条 件 ， 从 工 | 可 证 {pl,，…… ，wn} 存在 着 模型 M4: 
Ti 3zadglz) A pM A A pM. (2) 


对 这 个 M 和 语句 (el 入 …- 人 pin】 一 (名 A 一 协 ) 应 用 可 靠 性 定 
理 (注意 {1) ) 便 得 
Ht (pH A A PM) — (WMATDN). 
由 此 及 (2) 得 TF a A 一 ， 这 说 明 工 | 是 牙 盾 的 . 
证 和 些 

按 定义 1 ， 公 式 ww 总 是 把 2 中 所 有 3z 全 部 改 为 37E MM 所 
得 到 的 结果 . 但 这 种 规定 是 对 由 集 论语 言 原来 的 字母 表 写 出 的 公式 
实行 的 . 如 果 引 进 了 新 的 符 寻 ， 则 要 注意 相应 的 变化 ， 例 如 象 以 前 
那样 用 x C y 作为 公式 


Vs(s Ex — EH) 
的 缩写 ， 那 么 
(zr CY — YE Ml(zEr — :E&Y)) 

本 (3) 

关于 引信 活 数 词 、5.1 节 中 已 指出 ， 若 有 
YET dyP( TI Fn, Y), (4) 

则 可 引信 一 个 新 n 元 函数 词 {/，、 且 有 新 公理 
Vo dn YY f(r ry Tn) pr Bry DN) 


这 时 如 何 对 含有 了 的 公式 规定 w*! 呢 ? 首先 ， 要 使 这 种 规定 有 
意义 ， 必 须 满足 条 件 
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13yep(z tn WP 
即 公式 (4) 在 M 中 为 真 . 这 时 规定 
{y= f(s1, ey Zn) Mr ny) 或 
= Fs ‘+ Tn) a P(r ry Tn 人 “ 

就 是 说 ， 当 (4) 在 M 中 为 真 时 ， 公 式 里 的 了 M(zi,，… ; Zn) 指 
M 中 使 p(x1，:…， ， rn,y) 成 立 的 唯一 的 9 5 

以 零 元 函数 词 ( 常 元 ) 0 为 例 . 若 有 

(3ly Vz(z ¢ oD) (5) 

则 有 . 

(y=0” ~ (Yr(r ¢ 0) BYz € M(z ¢), 

(QEzY oo (vyVe(r ¢9) A y Ez 

~ IyE MYrE Mr ¢Yy) A YEz). 

若 取 M = {1，2} ， 则 公式 (5) 在 M 中 为 真 这 时 0M = 
l€EM. 

若 取 订 = {0，1，{{ 自 }}， 则 公式 (5) 在 MM 中 为 假 ， 因 为 
M 中 的 0 和 {{1i}} 这 两 个 元 素 都 满足 Yx E M(x 4 从 ， 故 唯一 
性 不 成 立 . 这 时 0 是 0 还 是 1{1}}， 并 不 确定 ， 所 以 没有 章 义 

下 面 更 一 般 地 讨论 引信 谓词 和 图 数 词 的 情形 . 用 5.1 节 中 的 符 
号 , 设 L' 和 TT 是 由 ZL( 即 {=, EY) 和 TT( 已 知 的 公理 集 ) 经 有 限 次 
加 入 谓词 和 区 数 词 扩张 而 成 . 对 新 语言 的 语句 P'， 按 5.1 节 净 辑 定 
理 中 (了) ， 存 在 原来 语言 的 语句 ”使 得 


THy op. (6) 
这 时 我 们 是 否 可 用 pM 作为 wp ?问题 在 于 ， 若 男 有 少 使 
TF wy oy. (7) 
21 与 萄 M 是 否 可 证 等 价 ? 注意 这 时 (6) 与 (7) 导致 
TFoo wp. 


由 5.1 节 丈 辑 定 理 中 (了 工 )， 又 有 TIF P 一 多 ， 册 此 知 存在 工 的 
有 限 条 公理 wv， yy en 使 
FoAApn — (PO) 
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根据 可 靠 性 定理 推论 ， 当 MM 是 {w1，.… ，wn} 的 模型 时 ， 便 有 
pM 0 BM, | 

以 后 ， 我 们 将 在 这 一 点 得 到 保证 的 情形 下 来 处 理 ws, 把 pp 各 定 

义 为 pM 或 wM. 若 取 工 为 ZF ， 则 要 求 M 是 ZF 的 模型 . 实际 

上 ， 前 面 对 工 的 讨论 表明 ， 只 要 求 M 是 ZF 的 足够 大 的 有 限 片 

断 ( 即 ZF 的 某 个 有 限 子 集 ) 的 模型 就 可 以 了 . 


练 习 二 十 


1. 证 明 : (YzpjM 二 Vr € MoM. 


5 .3 公式 的 绝对 性 


在 相对 无 矛盾 性 问题 的 讨论 中 ， 公 式 的 绝对 性 是 个 很 重要 的 
概念 


定义 1 (公式 的 绝对 性 ) 


设 类 MC N， 公式 op 中 的 自由 变 元 至 多 是 zl:，.… ， zx，. 车 
能 (基于 某 个 公理 集 Fo 证 明 
VYzl1 .2zn E Af(PM(zl， Tn) PN (1) A 


则 说 wp 对 (MM，N ) 是 绝对 的 . 
若 对 ( 邮 ,，V) 是 绝对 的 ， 则 说 > 对 MM 是 绝对 的 . 


定义 毕 
由 定义 立即 得 : 
(I) 若 吕 对 1 是 绝对 的 ， 则 
Vz zn EM (zi …， Tn) 二 PE、 Tn)); 


(了 I) 若 y9 对 J 和 ww 对 NN 都 是 绝对 的 , 且 MCAN， 则 PP 
对 (af，N 是 绝对 的 ; 


( 亚 ) 若 2 中 无 量词 ， 则 wo 对 任何 凡 是 绝对 的 ， 此 时 o14 
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就 是 y. 命题 连接 词 不 影响 绝对 性 . 

例 1 公式 z Cy( 即 Yz(zEr 一 ze 2 af 都 
是 绝对 的 . 如 取 M = {0,{{0}}}， 则 有 

CO C 0)” 成 立 , 但 {1{0}} 六 0. 

这 说 明 “x 是 y 的 子 集 ” 这 件 事 的 真 假 是 因 论 域 而 异 的 . 但 公式 
z Cy 对 任何 可 递 类 是 绝对 的 . 事实 上 ， 若 好 是 可 递 类 ， 则 当 
zxE€EM 时, z CM， 于 是 xnM = zx. 所 以 有 

Vr,yE M, (CY oe INMCY ( 5.2 节 (3)) 

OO TCOY. 

定义 2 (函数 的 绝对 性 ) ME 

设 公式 Yz1 .pzn 31yp(z1，… ,zn 从 在 对 N 中 竺 为 
真 ， 且 M CN. 这 时 若 公 式 p(z1，… ，zn, 外 ) 对 (M，N) 是 绝 
对 的 ， 则 说 由 ww 决定 的 函数 f(zl，.… ，zn) 对 (M，N) 是 绝对 
的 { 六 是 V 时 ， 则 说 flzl，-… ,zn) 对 M 是 绝对 的 ). 

定义 毕 

由 定义 1 ，2 ， 当 我 们 说 f(z1，,，… ,zn) 对 (M,N) 是 绝对 

的 ， 意 思 是 指 


Vzl Tny € Mp (zi ，z7n， 切 
品 oo (zl … Zn, Y)) 或 写成 
Vzi ZnyeEag = zi + , Ln) 
一 六 (zi， 7 Tn))- 
后 式 也 可 写成 
Yr Zn EM poh 2 i (zl， Xn). 


命题 1 设 MC AN， 且 M，w 都 是 语句 集 工 的 模型 . 又 
设 
上 Ya Zn) 一 zi zn) 
则 和 兴 对 (M， 和 ) 同 为 绝对 的 或 同 为 非 绝对 的 . 
证 明 由 绝对 性 的 定义 及 5.2 节 可 靠 性 定理 的 推论 即 得 . 
证 些 
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.后 面 在 应 用 命题 1 时， 用 以 证 明 yp 和 办 等 价 的 工 常 是 由 ZF 

或 ZF- (不 包括 基础 公理 ) 的 有 限 条 公理 组 成 , 

命题 2 有 和 界 量词 对 可 弟 类 保持 绝对 性 ， 即 : 车 Mf C 六， 
这 里 李 , NW 为 可 递 类 ， 且 车 2 对 ( 氏 , 计 ) 是 绝对 的 , 则 3x € y(P) 
及 Yz ey (p] 对 (M,N) 都 是 绝对 的 . 

证 明 首先 由 2 的 绝对 性 证 明 3x E y (wy) 的 绝对 性 . 

设 z，y 21,，…: ,zn 是 中 至 多 可 能 出 现 的 自由 变 元 . 对 任 
何 y, z1，'……，zn € 由 ， 我 们 有 


(3z E yp oo» rE Mrz Ey A op) 
二 3ztzEy 人 wxM) (由 M 的 可 递 性 ) 
二 zfzEy 人 gp) (9 对 (M,N) 的 绝对 性 ) 
一 Jz EN(r Ey A yp*) (由 六 的 可 递 性 ) 


最 后 的 公式 就 是 (3z(z Ey A 9p)) 或 (3zEy (yw) 六 

至 于 Yz E y (w), 它 等 价 于 合 有 有 界 存在 量词 的 公式 ”3zE 
y(-p) ， 利 用 命题 1 ， 由 后 者 的 绝对 性 得 前 者 的 绝对 性 

证 毕 

以 后 经 常 是 对 六 =V 这 一 特殊 情形 来 应 用 命题 1 与 命题 2. 

定理 ! (绝对 公式 与 函数 {一 )) 

以 下 公式 和 落 数 对 “ZF -无 限 公 理 ” 的 任何 可 递 模型 ;ff 是 
绝对 的 . 


l ?rey 2 3° TCY 
4° {7,y}, {rx} 5° 0 6° TUy 
7° Ny B87 了 一 由 9° zi( 即 xU {rz}) 


10? xz 是 可 弟 集 11? Uz 129 Ni 


证 明 ”1° 与 2。 是 无 量词 公式 . 
3 Zz Cy 的 绝对 性 见 例 1 . 
96 


4°  {z;,?y} 引信 的 合理 性 是 由 无 序 对 公理 .内涵 公理 和 外 延 公 
理 保证 的 ( 见 1.2 ，1.3 节 ). {z, y} 和 {z} 的 绝对 性 由 以 下 等 价 
式 利用 命题 1 , .2 即 可 得 到 : 

z= 三 {2， i —» (rEzAYEzZAVYVtEz(t= 2 Yt=)), 

z= {rz} ~ (rEz A Viez(t= 7)). 
上 式 右边 含有 的 量词 是 有 界 量词 ( 后 面 的 证 明 何 时 使 用 命题 上 ，2 
不 再 一 一 说 明 )， 

利用 命题 1 时 ， 取 工 为 所 需要 的 “ZEF- -无 限 公 理 ” 的 有 限 子 
集 . 以 下 各 ae 芳 Ms 
论 过 的 . 

5° z=0 一 Vy € r(y ¢ zy. 

EU < We 

9"3=2z (yzEWzEzVYz=z)ATC3ATEI 

10° z 是 可 递 集 . 一 (YY ErzYzEWzEz))， 

li y=Uz ~» (VYz Ey 3tE zz Et) A Vz Ez(z Cy)). 

7 ，8"，12"” 的 证 明 见 练习 二 十 一 题 2 . 

证 毕 

以 上 绝对 性 的 证 明 除 用 命题 1 时 将 命题 中 工 . 取 为 ZF- 的 适 
当 的 有 限 子 集 外 ， 所 涉及 符号 引 人 的 合理 性 也 要 求 有 ZF- 的 相应 
公理 ， 但 每 一 场合 只 舌 要 有 限 条 . 所 以 定理 1 中 的 M 是 4“ZF- 一 
无 限 公理 ” 的 某 个 足够 大 的 有 限 子 集 的 可 递 模型 就 可 以 了 . 

在 绝对 性 的 讨论 中 ， 经 常 涉及 函数 的 复合 . 

设 半 元 函数 上 和 nm 个 mm 元 函数 和 ，9， 对 应 的 公式 分 
别 是 切 如 ，… ,yw ， 且 以 下 公式 在 M,N 中 都 为 丰 


加 YI1 -2 Ilty(z1, Tn, t), 
下 
Yi 
则 把 
y= f(g(zi, Cn) …- ? gn (XT1, EN Tm)) | 
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i 
“tn Bly, tn WD A hz i, Tm, 1) A 
Wd 
车 另 给 公式 P(z1，… ，z%)， 则 把 
plg(z1, ER Zm), 2 grnfZ1， Tm )) 
视 为 下 面 公 式 的 缩写 : 
ti tn Plt, AZ 有) 入 
六， 人 Pn (Zl, 2 tn )). 
这 两 个 缩写 出 现 于 下 面 的 命题 3 中 ， 以 后 还 要 经 常 出 现 
命题 3 函数 的 复合 不 改变 绝对 性 . 具体 说 , 设 MCN， 
且 公式 yp(z1, … ， za) 和 函数 Flzi， ,za)，09(zi Ym) 
gn(Z1，… Tm)】 对 (MM，N ) 都 是 绝对 的 , 那么 
(gif(zl， 0 zm), ' gn (2X1, ee rm)) 与 
flg91(21, .…,， Tm); gr zm)) 
对 (34，N ) 也 都 是 绝对 的 
证 明 ” 没 相应 于 函数 上 9,，… : 9gn 的 公式 为 信和 1 ，…… ， Win, 
且 (+] 在 MM 和 六 中 都 成 立 . 利用 已 知 的 p， 为 黄 ，…， 栅 的 
绝对 性 ， 我 们 有 : 
YX1, :+ ,Tm EM, 


人 
已 3ipt EM， 1 , tan) Ah 

A (z1, Rms bi) A A BMT1, +, Tm, tn)) 
tlt EN (1, + , tn) A 

AWAY (rz ,Tm tA A YN (PI, + Pm, tn)) 


HE (P(g(z1, J Tm)), 和 gn(x1, 2 ws 
上 面 第 二 步 除 了 用 到 : yp， 加， ,yn 的 绝对 性 ， 一 个 方向 的 蕴 泣 
式 要 注意 页 ，.… ,i 的 唯一 性 (唯一 性 导致 1， ,如 EN -~ 
,tn€ M); 

Yzl my YE M, 
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y= Fi(zi Zim) Gn (F100 Lm) 
> (3 tn (bt nD A 
入 由 (zi my UA An (Ti Em tm) 

© 1 E MOM A PM A A PM) 

© 3 tn EN(WNY A PN A A PDE) | 

es (y = fla, pg Sh “'*， gifxis A wn), 

证 毕 

同样 命题 3 常用 于 N=V 的 特殊 情形 . 利用 命题 3 可 以 得 
到 更 多 的 绝对 性 公式 与 函数 ， | 

定理 2 {绝对 公式 上 与 函数 (二 )) 加 

以 下 公式 与 函数 对 “ZF 一 无 限 公理 ”的 任何 可 递 模型 M 都 
是 绝对 的 : 四 


1" 有 上 库 对 (x, y) 2° z 是 有 序 对 3° zxy 
4°? Zz 是 关系 5° Dom(z) 6° Ran(z) 
7 是 函数 8? f(z) 9° J 是 单 射 
10° f 是 z 到 y 的 满 射 11° f 是 x 到 的 双 射 . 


证 明 1°(z, y)= f(gi(zx, Y), oo， 让 )， 其 中 
zi， £2) = ga{z1, 13) = {71, z2}, 91(71, 22) = {21}. 
f( 即 92 ) 与 9g1 的 绝对 性 见 定 理 1 一 4?. 
2° 注意 函数 Uz 和 公式 3y ev 3z € v{z = (y, 2)) 的 绝对 
性 以 及 等 价 式 
7 是 有 序 对 一 3y € Uz 3z € Uzr(z = (9,2)). 
°z 是 关系 一 Yy E z{y 是 有 序 对 ) 
4 一 =Domt{(z) om VYz € yt EU Uz((z, tit] Er)AVz,t Ee 
UUZ((z,t) Er — z €Yy). 
7" 了 是 函数 二 了 是 关系 AYz， +e UU (ee fA 
(7,2)Ef 一 = 四 
8 y= f(z) 一 【《( 了 是 函数 A(z,y) E fv 
Vv (ty 不 是 函数 V(z, gj Ay = 0). 
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注意 f(x) 应 看 成 是 两 个 变 元 zx， 的 函数 ， 故 对 任意 集 z，f 都 要 
求 3 y= f(x). 

9° 了 是 单 射 一 ( f 是 西数 AYz,! EDom(f}(f(z) = f(t) 一 
= 

3° , 69 , 10° ,11° 的 证 明 留 作 练习 ( 见 练习 二 十 一 题 3 ). 

证 毕 

后 面 还 会 遇 到 不 少 公式 与 函数 的 绝对 性 要 用 类 似 的 方法 去 建 
立 . 同 前 面 一 样 ， 定 理 2 中 的 M 只 要 是 “ZF- 无 限 公理 ”的 某 个 有 
限 片断 的 可 递 模型 就 可 以 了 . 


练习 二 十 一 


1， 基体 写 出 5.3 节 命 题 1 的 证 明 . 
2， 证 明定 理 1 的 7° ,8?° .12? . 
3， 证 明定 理 2 的 3° ,6° ,10* ,11°. 


5.4 ZF 相对 于 ZF 的 无 节 盾 性 


本 节 我 们 要 证 明 ， 若 ZF-( 不 包含 基础 公理 的 ZF) 无 矛盾 ， 则 
ZF 也 无 矛盾 . 
先 将 ZF 的 公理 更 形式 地 写成 语句 ( 闭 式 })， 全 部 列 出 如 下 : 
(ZF1) ”外延 公理 
Yrvy{(Y2(z EX = 工人 从 一 工 = 切 ). 
(ZF2) 内 涵 公 理 


, -Vsa :zn dyYz(z Ey rE SAPT, 3, 21) :2n))， 
其 中 p(xz，s，z1，.… ，zn) 是 任 一 公式 ， 它 的 自由 变 元 至 多 是 
TS, 21), “"*， Sn: 


(ZF3) 无 序 对 公理 
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VYzyYy dz(T E zh YE 2). 
(ZF4) ”并 集 公理 
Vz 3yvzvtlt € > A 之 ED 人 
(ZEF5) 。 圭 集 公理 
Vz dyvz(z CT 一 zE€Y). 
(ZF6) 无限 公理 
dz(0 Ez A Vy Ezr(y € 2)). 
(ZFT7) 替换 公理 
VYzb tn(Ve € zdyp 一 dy .Ez dy € > 
其 中 yp 是 任 一 公式 ， 它 的 自由 变 元 至 多 是 zy,，z, 1， 
(ZF8} ”基础 公理 
Yi(3yy Ex — dy(y ET A -dz(z ETAzE pe 
这 里 写 出 的 基础 公理 (ZF8) 是 V= WF 的 等 价 形式 ( 见 3.5 节 
命 是 2) z 
ZF 由 (ZF1) 一 (ZF7) 组 成 . 本 节 中 以 下 的 论证 都 基于 
ZE 一 . 
合 题 ] 外 延 公 理 在 任何 可 递 类 中 为 真 . 
证 明 ， 设 好 为 可 递 类 ， 了 旭 Vx 6E J C 好 } 由 外 延 公理 ， 
对 任意 xX,，y € MM， 有 
VzlzEz — 2EY)— T= 
当 z Ex 或 当 zEy 时 总 有 zE€ MA, 于 是 
Vz E M(z Ez ~ zs€EY) — YlzEr i 2€), 
这 就 证 明了 
‘Vr, YE MYzE M{zEL ~ ZEN) — w=) 
即 外 延 公理 在 M4 中 为 真 . 


jn 


号 用 A 


证 毕 
合 题 2 ”车 对 任意 x € M 有 Yy(y Cz 一 y€ AM)， 则 内 
涵 公 理 在 M 中 为 真 . 
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证 明 任 取 (x, 3, 31: 5) 设 s ,Zn EM. 
由 内 池 公 理 ， 

Ay Yi(r EY — FESA pr s, Zi 2) 
上 式 说 明 ， 式 中 断言 存在 的 y 是 s 的 子 集 . 又 已 设 sE M， 故 由 
己 知 条 件 得 y € M. 这 就 证 明了 内 涵 公 理 在 Mf 中 为 真 : 
3yeMYzEMreEy 一 TES A pr, sz , Zn)). 

证 毕 

下 面 先 来 证 明 一 个 最 简单 的 相对 无 才 盾 性 结果 . 

定理 1 车 ZF- 无 矛盾 ， 则 
”外延 公理 + 内 涵 公 理 + Yz(z = 0) 
也 无 矛盾 . 和 

证 明 取 ? = {0}. {0} 是 可 递 集 ， 故 由 命题 1 知 外 延 公理 
在 M 中 为 真 . 又 由 
本 7Y<0 一 =0 
知 MM 满足 命题 2 的 条 件 ， 故 内 涵 公 理 在 M 中 为 真 . 公式 
Yz(z = 0) 显然 在 MY 中 为 真 . 以 上 基于 ZF- 证 明 f MM 是 

外 延 公 理 + 内 涵 公 理 + Yz(z = 0 

的 模型 ， 最 后 再 用 5.2 节 引 理 1 使 可 ， 在 引 理 中 取 上 为 ZL 一 . 

命题 3 基础 公理 在 任何 Mf CWTE 中 为 真 . 

证 明 要 证 的 是 

YrzE MdyE MyExr 一 
— 3yE My Er A~d2E M(zEzr A zrE€ 1y))). 

设 z€E M， 则 xw EWF 且 x CWT( 3.4 节 命 题 4( 工 ) ). 若 
3yzewWyeEz 即 anzz0 这 时 取 邓 nz 中 具有 最 小 秩 的 元 
素 记 为 y， 则 y 就 是 所 需要 的 M 中 的 E - 极 小 元 (车 男 有 > E y， 
由 第 3.4 节 命 题 4(I) 知 rank{2}) < rank(y) } 

证 毕 
命题 4 替换 公理 在 WF 中 为 真 . 
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证 明 设 w 为 任 一 公式 ， 9 的 自由 变 元 至 多 是 >， YZ 1T， 


tn. 再 设 2, 要，:… ,tn 《 WF， 且 假设 VYx E z3ly € WewTF ， 
由 此 可 写 : 
yr Ez3yy €E WFA PE). 2 
册 (1) 可 使 用 替换 公理 得 ol 
Jsyz E zy E s(y E WF A gwF), (2) 


有 了 s， 又 可 和 使 用 内 涵 公 理 得 到 s 的 子 集 t，t 的 成 员 是 s 中 具有 
YE WF A 3r Ez pwF 
的 所 有 y 组 成 ， 即 
HYyyEt er yesA3bEWFA3zEezep ) | 
| (3) 
公式 (3) 说 明 1 C WF. 用 3.4 节 命 题 4 得 t€ WF. | 
任 取 ze z. 由 (2) 知 存 在 y€ s 具有 性 质 
YE WF A owr,. 
进而 由 (3) 知 y Et 这 就 证 明了 替换 公理 在 WF 中 为 真 : 对 任意 
zy ts, tn E WE, | 
YrEz a1y E WF pwF 一 六 EWFYzez3yEtPpwF. 
证 毕 
现在 可 以 证 明基 础 公理 对 ZF- 的 相对 无 矛 局 性 . 
定理 2 若 ZF” 无 矛盾 ， 则 ZF 无 矛盾 ， 
证 明 在 5.2 节 引 理 1 中 取 Ti 为 ZF-，M 为 WF, 我 们 由 
ZF 出 发 来 证 明 WF 是 ZF 的 模型 ， 从 而 得 出 结论 . 注意 3.5 节 
”以 前 所 作 的 证 明 都 与 基础 公理 无 关 . 
因 WF 是 可 递 类 ( 3.4 节 命 题 4 )， 故 外 延 公理 在 WF 中 为 
真 (命题 1 ). 
当 z EWF 时 , 若 yCzxz， 则 yCWEF 且 we WEF. 由 命题 2 
知 内 涵 公 理 在 WF 中 为 真 . 
”命题 3，4 已 得 基础 公理 及 替换 公理 在 WF 中 为 真 . 
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当 zeE WE 时 ，Plz)e WwWFI3.5 节 命题 1 )， 于 是 
YreE WF dy Ee WEYz( Cr 一 了 ET). 

z CZ 对 WF 是 绝对 的 ( 因 WT 是 可 递 类 )， 于 是 我 们 证 明了 笑 集 
公理 在 WF 中 为 真 : 

Yr E WF dy€ WEYVz: E WF({(z CoE 一 z €y). 

由 3.5 节 命 题 1 还 知 ， 当 x, y € WF 时 , {zx. y}E WF 上 且 
Uz E WF， 于 是 . 

Yry EWF dE WhrEz2: A yyE€ 2z), 

VE WP 3y EE WP YYVitEs A 2€2 ~ 1tE€y). 
前 式 说 明 无 序 对 公理 在 WT 中 为 真 ; 后 式 说 明 并 集 公理 在 WF 中 
为 真 . 

至 此 我 们 已 证 WF 是 ZF- 无限 公理 ”的 模型 , 最 后 剩 下 要 验 
证 无 限 公理 在 WF 中 为 真 . 

由 3.4 节 命题 3 知 | w EWF，w 具有 性 质 [ 见 2.3 节 ): 

OEw A VIEwY Ew). 
由 此 得 
JrE WEFE(lOExr A Yer(y Er)). 
注意 5.3 节 定 理 1 的 5° 及 9°( 0 与 后 继 对 WF 是 络 对 的 })， 便 知 
无 限 公理 在 WF 中 为 真 . 
证 毕 
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6 。 可 构成 集 连续 统 假设 的 “， 
相对 无 了 矛盾 性 


6.1 上 良 基 似 集 关系 上 的 超 限 归纳 法 


首先 来 讨论 类 上 的 良 基 关 系 和 似 集 关系 ， 它 们 是 “Ee” 的 推广 . 
3.4 节 中 讨论 过 集 上 的 良 基 关 系 ( 见 3.4 节 命题 5 )， 现 在 将 良 
基 关 系 推广 到 类 . 注意 类 上 的 关系 一 般 也 是 类 . 
设 RR 是 某 个 类 上 的 二 元 关系 ， 我 们 常 把 (zx, y) € 写成 
rRy. 
”定义 1 (类 上 的 良 基 关 系 ) 
R(C 4 x:4) 是 类 4 上 的 良 基 关 系 ， 意 指 4 的 任 一 非 空 子 集 
必 有 尼 - 极 小 元 ， 即 
YzCA4zzn0 一 3y E TYz E T(z Ry)). 
定义 毕 
按 此 定义 ，5.4 节 中 列 出 的 基础 公理 (ZF8) 可 急 述 为 : 
€ 是 V 上 的 良 基 关 系 . 
定义 2 (类 上 的 似 集 关系 ) 
人 ZE 4， 
{y€ A|vyRz} 
都 是 集 ， 则 把 R(C 4 x 4) 叫做 类 4 上 的 似 集 关系 . 
定义 毕 
作为 特例 ， 根 据 内 滔 公 理 ，€ 是 任何 类 4 上 的 似 集 关系 . 
: 由 定义 2， 
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民 是 A 上 似 集 关系 YzeEe43twyE4Et  yRz). 
换 句 话说 ， 若 及 是 4 上 的 似 集 关系 ， 则 意味 着 对 任 一 zx € A，23 
都 是 集 ， 且 反之 也 对 ， 这 里 2 是 指 
了 = {ye AlyRz)}. 
时 由 4 中 所 有 按 关系 尺 在 z 之 前 的 元 素 组 成 ， 叫 做 4 中 以 必 为 
限 的 前 段 ， 或 简称 为 x 的 前 段 . 
定义 3 (cA, 2，E)) 
设 R 是 类 4 上 的 似 集 关系 ， 生 z € 4. 规定 
cA, z, R) = Unewprn(z), 
其 中 
polz)} = $= {ye AlyRz), 
pri(z) = U{D | y € pa(7)}. 
定义 毕 
当 z 是 4 的 忆 - 极 小 元 时 2 =0, 生 d(A, z, R)=0 
作为 特例 ， 营 RR 为 “Ee”， 且 4 为 可 递 类 ， 则 3 = z， 于 是 
cl(4; z，E) 就 是 3.5 节 定 义 1 中 的 cl(z) 一 -一 2 的 可 递 闭 包 ; 
clilz) = cl(A, z, €) = Unew(U*(z)) 
= TU(UT U(r)U... 
cllz) 包含 有 : zx 的 元 素 ，z 的 元 素 的 元 素 ，z 的 元 素 的 元 素 
的 元 素 ，.…… . 
命题 1 车 必 是 A 上 的 似 集 关 系 ， 则 
y EclA, r, R) 一 了 C cl(A, x+, R). 


证 毕 
命题 2 设 忆 为 4 上 似 集 关系 . 若 yRr， 则 
cl(A, y, RR) C cA, 2, RY. 
证 明 对 n 归纳 证 明 每 个 p,(y) C cl{A, zx, R). 
n = 0 对 ， 用 命题 ] 即 可 ( 因 yRz, 故 ye 3 = po(z)}. 
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假设 pia(y) C cl(A, z, RR). 任 取 t € pn+1(Y), 有 s€ pn(y)， 

t€ $, 又 由 命题 1 知 3 C cl(4, z, R), 故 ted(4, zx, R). 
1 证 毕 

定理 1 ( 超 限 归纳 证 明 的 一 般 形式 ) 
车 RR 是 A 上 的 良 基 似 集 关系 ， 则 4 的 每 个 非 空 了 类 有 R- 
极 小 元 . : 

证 明 设 生 是 4 的 非 空子 类 如 果 开 是 4 4 的 非 空子 集 ， 本 
么 根据 定义 1 ， 已 无 须 证 明 什 么 . 

取 z Ee 区 . 由 cl 的 定义 式 知 cl(4,，z，R) 是 集 , 若 z 不 是 天 
的 . 肪 - 极 洲 元 ， 则 Xnclk4, xz, RR) 是 4 的 非 空 子 集 它 有 民 - 
极 小 元 y (由 RR 的 良 基 性 ).，y 也 必 是 基 的 R- 极 小 元 : 事实 上 ， 
若 有 z E X, zRy, 则 zE€; 由 命题 1 ， 有 zEciA, zx，R}),， 这 
上 与 y 的 极 小 性 茸 盾 : 1 

证 毕 

定理 1 指出 了 对 于 类 上 和 良 基 似 集 关系 的 超 限 归纳 证 明 揭 合理 
性 . 与 以 前 一 样 ， 在 应 用 定理 1 时 ， 常 采取 这 样 的 形式 : 假设 每 当 
yRZ 时 ， 性 质 yp 对 yy 成 立 ， 然 后 去 证 明 性 质 2 对 x 也 成 立 . 

上 面 的 定理 1 当 尽 为 “ece>” 且 4 =On 时 的 特殊 情形 就 是 3.2 
节 定 理 1 . 

定理 2 ( 超 限 归 纳 定 光 的 一 般 形式 ) 
. 已 知 尼 是 4 上 的 良 基 伺 集 关 系 ， 且 已 知 C : A WV， 
则 唯一 存在 函数 天: 4 一 V 满足 条 件 

Vz.€ A(F(z) = Gt{(2, Fz z)). (1) 
证 明 (I) 下 的 唯一 性 : 
设 忆 玉 J (1) . 记 
= {z € A!F(z) # F(z))}. 

阁 半 0; 人 1 知 必 有 民 - 极 小 元 x+, F(x】 # Flz). 由 守 
的 被 小 性 及 (1) 即 可 导致 矛盾 . 

{EI) 瑟 的 存在 性 : 
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设 zE4. 记 de =fzyucl4, zx， 有 R)， 则 4d; 具有 性 质 
vtE dt C d (注意 cl 的 定义 及 命题 1 ) 


我 们 先 证 明 对 每 个 x € 4 都 存在 以 d. 为 定义 域 的 函数 户 ， 它 县 
有 性 质 : 


Vi € ds (fo(t) = Gt, fh)). (2) 
易 知 (类 似 于 ( 工 ) 的 证 明 ) 这 种 fs 如 果 存 在 ， 则 还 具有 性 质 : 
Fa | = hy Fa d,). (z, y EE A} (3) 


现 对 z € A 归纳 证 明 fi 的 存在 性 . 

假设 yRz 时 ， 存在 以 d= {人} cl(A4A、，y，R} 为 定义 域 且 具 
有 性 质 (2) 的 函数 f,. 令 

| 9 = Ut{f, | yRz}. 
注意 (3) ， 可 知 4 是 以 d = U{d, | yRz} 为 定义 域 且 具有 性 质 
(2) 的 阔 数 . 

易 知 d = cl(4，x， 且 ) . 事实 上， 由 命题 2 即 得 CC 
cl4，z， 吕 ); 至 于 .clf(4，z， 有) C dd， 只 用 对 n 归纳 证 明 每 个 
pnfz) 和 Cd 便 可 得 (参见 练习 二 十 二 上 4 ). 

再 作 户 二 gU{(z，G(z, gf)))，、 则 天 是 定义 在 

d; = {z}UclA, zx, R) 

土 的 函数 ， 且 具有 性 质 (2) . 

最 后 定义 所 需要 的 已 如 下 . 对 任意 x2 E 4, 令 

F(z)= f(x) = G(z， 广 [下 
任 取 上 E 2. 注意 (3) ， 有 f(t) = 产 (0， 于 是 ED = fs(t). 这 
说 明 
FIE= fi[t, Fz) = Gr, FP{E). 
证 毕 

”定理 2 建立 了 归纳 定义 的 合理 性 ， 这 种 归纳 定义 具有 很 一 般 
的 形式 ， 它 把 以 前 的 几 种 特殊 形式 的 归纳 定义 都 包括 在 内 . 

注意 定理 2 的 证 明 未 用 基础 公理 ， 
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一 般 形 式 的 超 限 归纳 定义 及 其 应 用 是 个 难点 . 现 通 过 下 面 的 重 
要 例题 说 明定 理 2 的 应 用 , 这 个 例题 在 后 面 建 立 办 迫 法 时 杷 用 到 ， 

例 1 承认 基础 公理 则 E 是 Vw 上 的 良 基 关 系 . dE 
% E2 来 定义 V 上 的 另 一 关系 .RR: . 

YRz 当 且 仅 当 YE cis). : 

z 的 前 段 三 = {9y | yRz} = {y | yE d(z)} = cl(z)， 这 说 明 
如 是 似 集 关系 ， 妨 还 是 良 基 关 系 , 为 证 此 点 ， 任 取 问 关 0， 设 于 中 
具有 最 小 秩 的 元 素 为 x?. x 也 是 8 的 及 - 极 小 元 . 事实 上 ， 若 5 了 中 
另 有 zoRz ( 即 zo € cl(z) )， 则 对 zo 在 cl(z)= UnewU"z 中 所 
在 层次 归纳 易 证 rank(zo) < rank(z)( 利 用 3.4 节 命 题 .4 )， 从 而 
与 rank(z) 的 最 小 性 矛盾 . 这 就 证 明了 互 的 良 基 性 :… 

既然 如 是 V 上 的 和 良 基 似 集 关 系 ， 利 用 定理 2 局 可 归纳 定义 一 
个 画 数 下: V 一 V 如下， 其 中 a 是 性 一 已 知 集 : 


1 若 z 是 关系 ， 且 对 任意 (y, zj sz 有 >zEa 
F(z)= 有 F(y)=1 
0 其 他 情形 


下 的 值 依 赖 于 F[， 其 中 一 al(z). 注意 (y, z) € zx 时 ， 有 
y EcHz). | 

后 面 第 七 章 中 ， 我 们 将 利用 这 样 归 纳 定 义 的 函数 让 引进 对 力 
追 法 十 分 重要 的 标号 概念 . 

0 

Ff{(0) = 
F({(0, 由 ]， 
F({({(0, 6)}, 5)}) = 1, 
(0， b), ({{0, 5)}, 8)})}= 1, 
我 们 经 常 对 有 某 种 构造 的 可 递 类 感 兴 趣 . 如 果 遇 到 的 是 非 可 递 

的 类 ， 我 们 往往 去 找 该 类 的 替身 一 一 可 递 同 构象 ， 这 时 可 利用 下 
面 的 定理 . 
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定理 3 ( Mostowski 重 形 定理 ) 
如 果 外 延 公 理 在 类 4 中 成 立 ， 即 如 果 
Yz， yE AlVz € A(z Er zzEYy)— t=y), (4) 
那么 必 崔 一 存在 4 到 一 可 递 类 M 的 同 构 ,下 是 间 构 ， 指 下 是 
4 到 Mf 的 具有 以 下 性 质 的 双 射 : 
Vz, YE A(z Ey ~ Flz) Ee Fr (5) 
证 明 由 基础 公理 ，E 是 4 上 的 良 基 关 系 . 现 归纳 定义 函数 
F: 4 一 > YY 如 下 : 
F(z) = {F(y) [ye Anz}. 
把 玉 的 信 域 记 为 M(M =RanE))， 则 下 是 4 到 到 的 满 射 . 
好 是 可 递 的 ， 这 由 FF 与 M4 的 定义 立即 可 知 ， 
为 证 下 是 单 射 ， 人 很 设 存在 z, yE 4, z 关 yy 但 F(x) = 
了 F(y). 用 z 表示 下 面 非 空 集 的 € - 极 小 元 : 
{zeAlaye A(z#zy A F(z) = F(y))}. 
因 z 关 y， 由 (4) ， 只 有 以 下 两 种 情形 可 能 出 现 : 
情形 1 存在 z€ 4Mz 但 zy. 这 时 F(z)€ F(z) = Fl(y), 
于 是 存在 1E Any 使 F(z) = F(t). 但 因 z gy 而 1€y， 故 
z 天 z 的 存在 与 z 的 极 小 性 矛盾 . 
情形 2 存在 2E ANy 但 2 六， 这 时 同样 推出 矛盾 ， 
.还 要 证 尺 具有 性 质 (5) ， 从 而 是 同 构 . 对 任意 z, ye 4 由 
不 的 定义 立即 知 zxEy 一 (x) E 天 (外 再 由 下 的 单 射 性 邑 得 


Fr}jer(y) — te ANYy F(z)= F(t) 
一 ZX 二 t€Y. 
M 与 下 的 唯一 性 : 设 另 有 对 与 到 满足 (4) 与 (5) . 因 上 


是 4 上 良 基 似 集 关 系 ， 对 z E A 归纳 易 证 Fz) = FF{z)， 进 而 
M 二 MM. 
” 证 毕 
如 果 将 定理 3 中 类 A 的 关系 “e” 换 成 A 上 更 一 般 的 良 基 似 
集 关 系 丸 ， 将 (4) 换 成 一 般 的 外 延性 条 件 : 
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Vr, y E A(Yz € A(z Rx = 2RYy) 一 2= 切 ， 
将 (5) 改 成 
vz, yE 4zR ~ F(z) € FY)), 
那么 定理 3 仍然 成 立 ， 证 明 完 全 类 似 . 同 构 五 的 定义 式 相 应 改 为 
P(z)={F(O)1ye4 A yRz}. 
定义 4 (Mostowski 琶 形 ) 
定理 3 中 的 可 递 类 M (A 的 同 构象 ) 叫 收 4 的 Mostowski 寿 
形 ， 同 构 FF 叫做 Mostowski 秋 形 映射 . 
定义 毕 
后 面 在 讨论 可 递 模型 时 ，Mostowski 登 形 映射 十 分 有 用 . 


1， 利 用 6.1 节 定 理 1 重新 证 明 ; 若 每 个 非 空 集 都 有 E - 极 小 
元 ， 则 V=WF ( 试 与 3.5 节 命 题 2 比较 ). 
2. 补 证 6.1 定理 2 证 明 中 的 (3) 式 . 
3， 对 给 定 的 集 a 定义 V 上 的 关系 及 如 下 : 
- yhRz ~ (y, a E 7 
(Ij 试 证 RR 是 良 基 似 集 关系 . 
(I) 车 用 R 与 & 分 别 果 纳 定 义 函 数 政 : V -一 V 与 
GCC:W 一 .VY 使 之 满足 
f(r) = (人 (0 : yhRz), 
( 玉 思 做 (Y， 尽 ) 的 Mostowski 琶 形 映射 ) 
G(r) = {{G(y), a) | y € 2}. 
试 证 恒 有 F(G(z)) = x. 
4: 设 民 是 4 上 的 良 基 似 集 关系 , zx & A, d = U{fdy vas 其 
中 = {9}U cl(A4, y，RR). 证 明 : d = d(A, zx, R). 
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6 .2 再 谈 公 式 的 绝对 性 


为 了 后 面 的 需要 ， 我 们 再 建立 一 些 关 于 绝对 性 的 结果 ， 特 别 
是 关于 超 限 妇 纳 定义 保持 绝对 性 的 结果 . 本 节 往 下 的 工作 都 基于 
ZF . 
命题 1  ” 设 M 是 ZF 的 可 递 模型 ， 则 M 的 有 限 子 集 还 在 
MM 中 . 

证 明 设 4 是 M 的 有 限 子 集 . 对 中 元 素 个 数 % 归纳 证 明 
LE MM. 

二 0 时 , a = 0=0M eM(0 对 可 弟 模 型 的 绝对 性 ). 

设 a 有 了 + 1 个 元 素 的 ， 并 设 8€ a. 由 归纳 假设 ,a - {5} € 
AM.、M 是 可 递 的 , 故 be M. 而 a = {UU(a 一 人 {0}), 故 ae MI( 用 
到 5.3 节 定 理 1 - 4 ，6°). 

证 毕 
定理 1 (绝对 公式 与 函数 (三 )) 

以 下 公式 和 范 数 对 ZF 的 任何 可 递 模型 M 是 绝对 的 : 


1° z 是 序数 2" z 是 极限 序数 ”3° z* 是 后 继 序 数 
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7° zx 是 有 限 集 8° x"{ 妇 "x) 9° z 是 y 的 良 序 
10° y 的 序 型 


1 alia=8 时 ac 一 1= 9， 和 否则 规定 a -1= al). 


证 明 1? 按 2.2 节 定 义 2 ， 序 数 是 e - 良 序 的 可 递 集 . 由 


于 有 了 基础 公理 ，€ - 反 自 反 人 性 及 《 - 良 基 性 对 任何 集 身 然 成 立 ， 
故 有 


z 是 序数 (x 是 可 递 集 ^ 
AVu, vtEr(ueEevrv ATVEt oo EA 
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AVu VET(UEVY YEU VY = vv)). 
2° 2z 是 极限 序数 (利用 2.3 节 命 题 5 ) 
全 7 是 序数 Az 关 0 A z= Uz. 
3°, 4°，5*，11°? 见 练习 二 十 三 题 1 : 
6” 对 n 归纳 . 0 的 绝对 性 见 5.3 节 定 理 1 - 5°. 
设 n 是 绝对 的 ， 那 么 n!' 也 是 绝对 的 : 
| T=n oo JyET(Y=n A z=). 
7° z 是 有 限 集 ， 指 公式 3y p(x, y)， 其 中 wp(z，V) 是 公式 
4 是 单 射 和 人 Dom(y) = xz A Ran (ti Ew. : -二 
Pp(T，2) 的 绝对 性 前 面 已 经 建立 (由 5.3 节 命 题 3 及 定理 2 - 9°， 
”5°，6°). p(X, yy) 的 意思 是 : y 是 z 到 某 个 自然 数 的 双 射 , 要 证 明 
“z 是 有 限 集 ” 的 绝对 性 ， 只 要 证 对 任意 > E M， 能 在 M 中 找到 
这 个 双 射 y : 
3y ee 9) — Iy€E M plz; Y). 
为 此 只 用 证 yp(z，Yy) -: y € 人. 现 假设 p(x, y)， 即 y 是 x 到 
某 个 自然 数 ( 设 为 na ) 的 双 射 . 于 是 ”本身 也 是 有 限 集 ， 其 成 员 都 
是 由 并 的 元 素 组 成 的 有 序 对 (注意 z, n € M )， 这 些 有 序 对 也 都 
是 .1z 的 成 员 ( 有 序 对 的 绝对 性 见 5.3 节 定 理 2 - 1" ). 再 利用 命题 
1 得 ye M. . 
8°” 2zn 是 作为 一 个 二 元 函数 f(x, nn) 定义 的 : 
ng¢w WN, 令 人， 92) = (0: 
外 凤 时 ， 令 
flx, n)= 120z， n, y)), 
其 中 yp(z，n, y) 指 公式 
y 十 函数 人 dom(y) = nA Ran(y) Cz. 
此 公式 对 Mf 是 绝对 的 , 于 是 
2 二 Zn2( 即 Az nm (ngwum z= 0) A 
和 人 人 (ED 一 YEY 证 wz n, Y))). 
考虑 已 有 的 绝对 性 ， 且 因 Yy € zy(z, n, y){ 即 Yy(yeEz 一 
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PlT， 9))) 对 MM 是 绝对 的 ， 故 只 用 证 明 对 任意 2, ?2，z E MM， 
YE Meplz nr DOVE ZE Vyylz, ny) > YE 2), 
为 此 只 要 证 p(z, n, 9Y) 一 yE 计 便 可 . 设 w(x, ni, 成 六 ， 即 
yy 是 n 到 zz 的 函数 . 因 m ze M， 易 知 y 是 M 的 有 限 子 集 . 由 

命题 1 知 yeM. 
9°*，10? 先 证 一 个 方向 : | 
(z 是 y 的 良 序 ) 一 [2 是 y 的 良 序 )*. 
首先 ,“z 是 yy 的 全 序 ”( 可 表达 为 下 面 的 公式 ) 对 M 是 绝对 
的 : 
(Yt Ey (t,t ¢ i) A 
A (Vuv t Ey((u 0) ET A (fiEzh .ut) Er) A 
A{Vu, nEO v) ET VY (v, ueEr Vv w=v0)). 
此 外 ， 设 “x 是 y 的 良 基 关系 内 即 仆 式 ) 为 真 ; 
YzzC AZz 基 0 一 3z6zynEzf(y ul ¢ zr)). 
将 z 限制 于 对 中 ， 上 式 当 然 也 为 真 . 
肯 证 田 一 个 方向 : 
(z 是 4 的 良 序 ) 作 一 (x 是 Y 的 请 序 )， 
3.1 节 定 理 1 指出 ， 每 个 良 序 集 都 与 唯一 的 一 个 序数 同 构 ( 这 
个 序数 即 为 该 良 序 集 的 序 型 ). 既然 M 是 ZF 的 模型 ， 且 已 知 
(z 是 zy 的 良 序 )” ， 故 由 5.2 节 可 车 性 定理 推论 知 存 在 , v € 好 
使 3 
iu 是 序数 入 vw 是 y 到 的 同 构 )*Y. 
括号 中 的 公式 对 M 是 绝对 的 (注意 1" 以 及 5.3 节 定 理 2- 8°, 11°)， 
因为 
v 是 yy 到 %% 的 同 构 司 
一 已 是 了 到 * 的 双 射 AYs， t Ey((s， cz 3 
; 一 v(s) € v(t)). 
这 就 证 明了 在 V 中 9 也 是 y 到 序数 4 的 向 构 ，z 是 9 的 良 序 ， 且 
4 是 3 的 序 型 ， 从 而 同时 证 明了 序 型 的 绝对 性 . 
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证 毕 
简单 说 ， 在 ZF 的 可 递 模型 好 内 部 用 相对 于 邓 为 绝对 的 函 
数 或 公式 定义 出 的 对 象 对 M 都 是 绝对 的 . 还 可 进一步 得 出 结论 : 
在 M 中 由 对 好 为 绝对 的 对 象 用 超 撒 归纳 法 定义 出 的 函数 保持 绝 
对 性 ( 见 下 面 的 定理 2 与 推论 1 ). 
下 面 再 引进 一 个 关于 类 的 记号 , 设 有 类 A = {z | A(z)]. i 
AM= {rz€EMI|(A(z)"} = {rE M|(z € A) M)}. 
我 们 说 4 对 M 是 绝对 的 ， 指 公式 A(z) 对 好 是 绝对 的 ， 即 
YY GE 和 (A(z))™), 
(或 Yz E M{zT E 4 (zeE4)%)) 这 意味 着 
4 =4nM.( 当 4 是 集 且 4e M 时 ，A”M = A) 
例如 ， 对 ZF 的 可 递 模型 M， 有 (0n) =Dnnaf， 这 是 因为 4z 
是 序数 ”对 M 是 绝对 的 ， 所 以 说 类 On 对 M 是 绝对 的 . ww 对 M 
是 绝对 的 ， 所 以 w = 以. 
VY 对 任何 MM 当然 是 绝对 的 ， 因 公式 ,zx = z 是 绝对 的 . 
至 于 类 函数 ， 当 我 们 写 己 : 4 一 V 时 ， 意 味 着 已 具有 性 质 
yz E Adiy{r, yer. (1) 
这 时 车 说 函数 对 M 是 绝对 的 ， 则 和 除了 指 下 满足 
Vz, y € M(((z, Y) E FY) 0 (7, y} EF), 
还 要 求 (1) 在 好 中 为 真 : 
| (Yr € A Jly(z, y) € FY 
yz € AM 3tly € Ml((z, y)} EE PYM. 
命题 3 -- 设 M 是 ZF 的 可 递 模 型 ,上 且 4 对 M 是 绝对 的 ， 
那么 8 
PP: 4 一 > V 对 M 是 绝对 的 ， 当 上 且 仅 当 FM = 已 [4M. 
证 明 按 约定 ， 
F™ = {(7, 2 人 EM|((z， JE Pa， 
FN M = {(2, WEM|(z, WE F}. 
因 4 对 1) 为 绝对 ， 故 42 = A Nn M. 这 时 有 
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FIA* = flz yj EF IreANMY} 
= {zx, WEF|zrE MM}, 
FNMCFIAN. ( 因 (x, WeM 一 x€eM) 
(I) 若 下 MM 二 FTAMM， 则 对 任意 xz, y € M， 有 
((z, ETN © (ze 
县 当 z E 4M，(z 人 6 下 时 有 (z, 和 ) € JM， 因 而 有 
(zx, VjEMH 和 we MM， 故 由 (1) 得 
vr E AMAdty €E M({(r, y} E FM. 
这 说 明 函 数 玉 对 M 是 绝对 的 . 
(I) 设 焉 : 4 一 ,VV 对 MM 是 绝对 的 . 首先 有 
(RV 
FM= FNMCrHIAY. 
考虑 唯一 性 条 件 Yz € 4M3ly € M((z,y) E 下 ,对 任意 (x, y) € 
[4 各 ， 必 有 yy EM (z, yj) E 人、 从 而 (X,Y) E FN M. 这 说 
明 
FlAMCIFNM= FEM. 
证 毕 . 
下 面 讨论 归纳 定义 出 的 色 数 的 绝对 性 ，6.1 节 定 理 2 指出 ， 对 
及 上 的 和 良 基 似 集 关系 民有 到 他 : AXxY 一 V， 崔 一 存在 汞 数 
已 : A 一 ,V 满足 
(+) vzeE A(F(z)= G(r, FI2)), 2 = {ye AlvyRz}. 
定理 2 设 M 是 ZF 的 可 递 模 型 ， GG : 4 xV 一 V 对 
M 是 绝对 的 ， 且 4 和 4 上 的 良 基 似 集 关系 R 具有 性 质 :: 
(I) 4 和 对 MM 是 绝对 的 . 
(J) (ER 是 A .上 的 似 集 关系 )”， 
(了 于) Yz e ME Cc M), 
那么 由 4, 六 及 C 归纳 定义 的 具有 性 质 (*) 的 函数 下 : 4 一 > V 
对 M 是 绝对 的 . 
证 明 已 知 G, 肌 ,及 对 对 是 绝对 的 ， 故 有 
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AM = AN M, RM = RN AM, GM = GNM= GAM x M.: 
如 是 4 上 的 良 基 关 系 ， 即 
yzfzC4 和 zz0 一 3ez West Vp) 
由 此 可 得 
VYzE M(zC AM A z#¥0 "EZ Wi Ez (fo u) ¢ RYY). 
这 说 明 在 M 内 ，RM 是 AM 上 的 良 基 关系 ， 即 4 的 任 一 非 空 “ 
子 集 必 有 RM : 极 小 元 ， 进 而 的 任 ” 非 空子 类 必 有 有 De 极 
小 元 { 6.1 节 定 理 1 ); 

已 知 . (有 是 4 上 的 似 集 关 系 )M ， 攻 当 ww € 4M 时 ， wy E 
AM | y RMz} 是 集 ， 可 记 为 (3)M . 易 知 (2)M = nn AMf: 又 因 
2 C 江 ( 已 知 条 件 ( 亚 ))， 故 (3)M = .用 4M 上 良 基 关系 RM 
连同 GM :AM x MM 一 M， 可 以 在 好 内 部 按 6.1 节 定 理 2{ 注 
意 M 是 ZF 的 模型 ;归纳 定义 出 函数 开 : 4M -一 型 它 具 有 性 
质 Yz € AM(H(2) = GM(z, H [2)). 

注意 下 所 具有 的 性 质 (x) 及 G 的 绝对 性 条 件 ， 即 可 得 
FAM = HH. 于 是 有 了 1A” = {(z Y) € M | (x, y) € FY. 剩 下 
证 明 , 

FIAY = F™ = {x, We MI((x, Y) € FY), 
进而 由 命题 3 便 可 得 玉 的 绝对 性 . 为 此 ， 只 用 证 
Yr € AM, (z, y) EF = (x, YW) EAM. 
仿 B= {ze A I(x, WEF # (rz, YW)EF)Y). 攻 BE#0, 
则 B 有 RM - 极 小 元 , 设 为 re. 由 ro 的 极 小 性 ， 当 E56 时 (此 
时 z 鼠 97zo)， 
(z, y) EF « ((z, y) € FIM, 
由 此 可 得 到 [地 0 = (F[£0)” 及 (zo, yj EF oo ((ro, y) € FY™, 
与 ro € 也 矛盾 . 
证 毕 

以 定理 2 为 工具 可 以 得 到 一 大 批 相 对 于 ZF 的 可 递 模型 M 

的 绝对 函数 . 应 用 定理 2 时 ， 常 取 民 为 <， 取 4 为 On 或 
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V . 这 时 定理 2 的 条 件 1: 了)，{ 了)，( 食 ) 都 自动 得 到 满足 ， 且 
了 = {y |yezw} = zx. 于 是 有 
推论 1 设 M 是 ZF 的 可 递 模型 ，4 为 V 或 On， 且 . 
G:V -一 V 对 1 是 绝对 的 ,那么 由 (归纳 定义 的 满足 下 式 的 
函数 己 : 4 一 : V 对 4 是 绝对 的 : 
Fl2)= G(rF [2). 
据 此 推论 ， 使 用 绝对 的 公式 与 函数 归纳 定义 出 的 V 上 或 On 
上 的 足 数 是 绝对 的 ， 例 如 3.3 a te 乘 和 指数 运 
算 ; 3.4 贡 命 是 6 中 的 rank(7) ;3.5 节 中 的 clfz) 等 等 对 ZF 的 
可 递 模型 到 都 是 绝对 的 . 
现 以 序数 的 加 法 为 例 说 明定 班 2 的 应 用 . 设 太 是 ZF 的 可 江 
模型 . 3.3 节 中 序数 加 法 的 定义 式 是 
0 十 (0 三 上 
a+8 =(a+5)， 
a+93=Ufae+yiyeca3 当量 是 极限 序数 时 ， 
若 a 不 是 序数 ， 则 令 a 十 8 =: 0. 这 基 以 任意 集 ea 为 参数 对 8 雪 纳 
定义 的 函数 天: On -一 YY On 对 中 是 绝对 的 : E 是 良 基 似 集 
关系 、 且 对 任何 AM 是 绝对 的 ; 归纳 定义 时 所 用 的 G3 { 见 3.3 节 ) 涉 
及 的 运算 对 A 都 是 绝对 的 . 根据 定理 2 ， 由 这 些 绝对 的 对 象 归纳 
定义 的 函数 严 对 并 也 是 绝对 的 . 这 时 对 任意 ae, 8, ye AM， 有 
((8, YE FY — 18,y)E€ FD 
(oti=y” 2 a+rp=ay. 
对 前 面 所 建立 的 关于 绝对 性 的 结果 ， 我 们 作 以 下 说 明 . 这 些 结 
有 果 的 建立 ， 要 求 M 是 ZF 的 可 递 模型 . 但 实际 上 并 不 要 求 A 和 
卡 个 ZF 的 模型 ， 而 只 变 求 41 是 ZY 的 某 个 有 限 片 断 ( 即 ZF 
个 多 的 有 限 条 公理 ;的 模型 就 可 以 了 , 证 明 绝对 性 ， 经 常 要 用 5. 节 
命题 1 : 为 了 证 明 wp 和 等 价 ， 命题 ! 中 的 工 取 为 ZPF 的 某 个 有 
限 部 分 便 可 . 每 当 用 公式 (zz 、z 要 ) 引进 一 个 函数 ， 要 了 验 
证 条 件 (Yj .azn ampla ora 而 这 只 项 要 4 是 
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ZF 的 足够 大 的 有 限 片断 的 模型 ( 详 见 5.2 节 中 引 理 1 后 的 讨论 ). 
在 应 用 5.3 节 命 题 2 与 命题 3 证 明 绝 对 性 时 ， 并 不 对 Mf 提 更 多 要 
求 . 最 后 注意 归纳 定义 保持 绝对 性 的 定理 (本 节 定 理 2 )， 近 定理 要 
求 对 一 个 具体 归纳 过 程 所 作 的 验证 ， 只 需要 ZF 的 有 限 条 公理 ， 
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证 明 以 下 所 列 各 项 对 ZF 的 可 递 模型 M 的 绝对 性 : 
1. 6.2 节 定 理 1 中 的 35, 4°, 59%, 11°, 

2. {t+1l|ltewx). 

3. Tank(z)( 利 用 3.4 节 命 题 6 ). 


6.3 反 身 定理 


本 节 中 要 基于 ZFC 来 研究 ZTC 的 模型 ， 更 确切 地 说 ， 研 究 
”ZFC 的 有 限 片 断 的 模型 . 

一 个 公式 9 的 组 成 部 分 若 也 是 公式 ， 则 叫做 o 的 子 公式 . 例 
如 公式 区 是 -yp 区 人 X，3zy9 等 等 的 子 公 式 . 

命题 1 设 公 式 列 pi,，…. ，wn 的 每 个 公式 的 所 有 子 公式 
也 都 出 现在 此 列 中 ， 且 M CN. 那么 : yi, …，, pn 对 (M,N) 
皆 为 绝对 ， 当 且 仅 当 该 列 中 形 为 393x599;(5， 访 ， ym) 的 公式 {其 
自由 变 元 至 多 是 y; ，. .. ，y 都 满足 


Yh Ym € M(3z € Not (x, un, Ym) 一 
一 3z € Mopd (zs, ge , Yn)). 9 
证 明 条 件 (1) 的 必要 性 : 
任 取 加 ，.… ,yom EM， 并 设 
3z7 E No? (2, Vi Ym) 即 (zPj(tz ym) 
由 已 知 的 绝对 性 得 
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(zeji(2 Wy, ym) Ar € Mypy (rT, Ym) 
又 因 yp; 作为 子 公 式 也 在 列 中 ， 也 具有 绝对 性 ， 故 有 

3z € Mp (T, He , Ym) 

条 件 (1) 的 充分 性 : 

对 op; 的 长 度 归纳 . 首先 ， 原 子 公 式 是 绝对 的 . 若 wp; 形 为 np; 
或 Pi 人 Pk, 则 由 Pj, Pk 的 绝对 性 可 得 [fe 的 绝对 性 , 最 后 设 
5 为 3zpjifz， 如， ym)， 这 时 对 任意 加 ,，:… ,ym € 几 ， 有 

pr (WB3r EM pH) » rE M yh™. 
{由 归纳 假设 ，w; 为 绝对 ) 
和 吾 由 条 件 (1) 得 
pH oo TEN GF Bh ph. 
证 毕 

定理 1 设 荆 = Uaeonta， 其 中 ta 具有 性 质 : 

(I) ao<— tioCits, : 

{五 ) 对 极限 序数 +, 1, = Ucyts ， 

则 对 任意 公式 Pl，-… ,yp 
Va 38 > a (Pl, Yn 对 (ia, 全 ) 是 绝对 的 ). 

证 明 ”扩大 公式 列 gp1，.… ,pi (扩大 后 仍 记 作 pi， ,wp,,)， 
使 列 中 每 个 公式 的 所 有 子 公 式 仍 在 列 中 . 现 对 扩大 的 公式 列 
2l，-… ,Pn 来 找 定理 中 所 要 找 的 16. 为 此 要 利用 命题 1 ， 在 
命题 1 中 取 NN 为 工 ， 朵 将 取 作 要 找 的 tp. 

当 pi 形 为 3zpjy(2, ym) 时, 对 奴 ,， ，3yr ET 
作 Gi(yi,… ym) 如 下 . 若 -32 ETpf2， ;ym)， 则 
令 

Ca Vm) = 0 
若 37rET PEs 全 
Gifti， ea ym) = dz € ta 2 (2, Yl Yrm} 的 最 小 OC. 

注意 Gi( 轴 ，…… ，gm) 对 所 有 y;，::. ，W 都 是 序数 . 

再 对 每 个 wv; 分 别 定义 一 个 消 数 三 : On 一 On 如 下 . 车 
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pi 不 是 以 存在 量词 为 开头 的 形式 ， 则 令 已 (7) = 0; 若 wp; 形 为 
3z pi(z, 1 ym)， 则 令 
Fy) = VU{Gi(n Ym) | Yt Br Ey} 
由 天 (7) 的 定义 及 ty 的 单调 性 (性 质 ( 工 )) 即 得 已 {7)] 的 单调 性 : 
yY< 有 一 Fi(y) < (8). 
对 和 任 给 的 a ， 今 


Bo = 良 ， ， 
Biri = maxfB + 1 Fi(Br), 7, Pal Br)}, 
8B = URewpA- 


因 ?e8 一 7 十 1€ 868， 让 8 是 极限 序数 . 显然 8 > a， 且 当 
Y < 8 时 有 某 个 上 使 y < Bk. 由 Fi(Y) 的 单调 性 及 Bi 的 定义 
可 得 
PY) < Fi(Bi) < Bir#1 < B, i=1, ,nn. 
至 此 已 证 
ya3 极 限 序数 9 > ay7 < AR < Di 
” 现 可 断言 cl， .…… ，P 对 fla 了) 的 绝对 性 ， 这 只 要 验证 命 
题 1 中 的 条 件 {1) 此 时 成 立 : 每 当 w， 2 3rw; 时 ， 
YI Ym E talde € Tpit Mr ws Yr) 
一 drE€ta pi (z, Vi, Vn)). 
事实 上 ， 因 8 是 极限 序数 ， 故 当 yg1,… ,yn € tg 时 存在 
?7 蕊 朋 使 态 , ，ym E€ ty; 又 由 (2) 知 每 个 五 (y) < 8: 再 由 
iT) Gi 的 定义 及 性 质 (1T) 立即 得 | 
ne Yiy i Yn) — 3 € ts pt (zx, Wi Ym) 
| 毕 
”定理 1 ee os 中 对 好 的 要 求 ( 条 件 
(IT)) 得 到 满足 的 45: 
由 定理 1 ,我 们 可 得 到 一 系列 重要 推论 . 
先 回忆 一 下 良 基 集 的 概念 ( 详 见 3.4 节 }. 按 基础 公理 (ZF8) 
所 有 集 都 是 良 基 集 : | 
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V = WF = Uoeonva; 
其 中 . 
vo=0 
Va+1 = P(va) 
Va = Uy<avnw， 若 a 是 极限 序数 ， 
每 个 vo 都 是 E - 可 递 集 ， 且 
7 了 <a 一 vv 但 vo C ve( 见 3.4 节 合 题 1) 
以 下 推论 在 应 用 定理 1 时 取 修 为 VY ， 取 t。 为 vo 
推论 1 ( 反 身 定理 ) 
对 任意 公式 p1，… + ，Yr， 
ZF Ft YaiB > 2 …-，opn 对 vp 是 绝对 的 ). 
证 明 在 定理 1 中 取 了 =V， 注意 va 具有 定理 1 对 如 所 要 
求 的 性 质 (I) ，( 工 ) . 
证 上 毕 
推论 1 中 的 pi 常 取 为 ZF 的 公理 . 推论 1 叫做 “ 反 身 定理 ”， 
是 因为 它 可 让 ZF 对 ZF 自身 的 部 分 片断 作出 断言 . 
由 推论 1 即 得 : 
推论 2 对 任意 语 和 外 pl1，.… ，wn， : 
ZF Yap > al(ple op1) A A (PE 90)). 
由 推论 2 即 得 : 
推论 3 设 5 是 ZF 的 扩张 ,pwi,.…，opn 是 9 的 公理 (都 
是 语句 )， 则 | 
SF Ya3p > afeye AA oO). 
推论 3 指出 : 基于 公理 集 5(D Zh 能 证 明 5 的 任意 有 限 片 
断 都 存在 集 模 型 vB ， 


推论 4 设 552ZF, 县 wi,.…,， p。 是 5 中 任意 公理 . 
车 能 从 p1，... ，pn 证 明 5 的 所 有 公理 ， 则 9 是 矛盾 的 . 

证 明 设 B 是 使 5 FF yj” 人 入.…A gx 的 最 小 8( 由 推 
论 3 知 这 种 8 总 存在 ). 假如 从 wp1，:.. ，wp。 能 证 出 5 的 全 部 
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公理 ， 那 么 5 的 全 部 公理 在 vs 中 为 真 {由 5.2 节 可 靠 人 性 定理 推 
论 ) 5 是 ZF 的 扩张 ， 故 ve 是 ZF 的 可 递 模型 . 任 取 a evp. 出 
va = {z | rank(z) < a}(3.4 节 命题 2 )， 注 意 rank(z) 对 vg 的 
绝对 性 (参见 6.2 节 推 论 1 后 的 说 明 或 练习 二 十 三 题 3 )， 当 xz € vg 
时 ， a ee 
{z Eva)s o> (rank(z) < ava 
oo rank(z)< ea 
TEVa. 


于 是 有 


vy = {revs| a ( 见 6.2 节 命 题 3 前 的 规定 ) 
= {rev |zevo=vanve 


因 a 取 自 ve ， 由 3.4 节 命题 2 ， 3 知 a = rank(a) < fb, 于 是 
va C Vp， 由 此 可 得 va = vw， 即 vs 对 "2 是 绝对 的 . 又 由 推论 
3 可 推 得 
3 FF 37(Pel” AAA opm). 
既然 9 的 全 部 公理 在 vs 中 为 真 那么 37(P1” 和 A pw*) 也 
在 vs 中 为 真 : 37 E velpl” 入 …:A om) ( 注意 因 Y€E vg， 故 
7<p，vvy C vg )， 这 与 8 的 最 小 性 牙 盾 . 
证 毕 
推论 4 说 明 ZF (a 或 ZTC， 或 更 大 的 扩张 5 ) 不 是 “有 限 可 
公理 化 的 ”: 不 可 能 等 价 于 自己 的 任 一 有 限 片断 . 
以 上 没有 使 用 选择 公理 . 车 基于 ZFC ， 可 进一步 得 到 下 面 的 
结果 . 
定理 2 对 任意 公式 1，… ，Ppn 和 任意 类 人 了， 
YCT3yr CyCTA (pi …，wn 对 (y，T) 为 绝对 ) 和 
A | 中 < max(w, |z))). 
证 明 扩大 wl1，…- ，wn， 使 每 个 公式 的 所 有 子 公式 仍 在 列 
中 ， 并 仍 记 为 pi， …: ,pn. 令 如 =Tnva, 于 是 人 和 t 满足 定 
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理 1 条 件 (I)，(IH). 任 取 z C 7， 再 取 足 够 大 的 a 使 zx C to. 

”这 时 应 用 定理 1 得 到 8 > a, 使 p1，… ,pn 对 (io, 了 ) 为 绝对 . 

下 面 来 找 所 需要 的 y C tp. 
用 民 表示 ts 中 的 一 种 良 序 { 用 了 选择 公理 ). 现 对 每 个 公式 

Pi(Z1，*… ，zmi) 分 别 作 函 数 及; :13' 一 > ts 如 下 . 若 vp; 不 是 

以 存在 量词 开头 的 形式 ， 则 令 

Hi(zi, | Fm;) = tp 的 如- 最 小 元 . 
若 pi 形 为 3zpj(z,，z1,… ，Zm,)， 则 令 


满足 gp (z，z1,… ,zm,) 的 R- 最 小 z， 
若 32 和 tppy (2z, Tl ) zmi) 
i6 的 R&R- 最 小 元 ， 
若 -3z E tap (2， RS 


Hi{z1, Ye Tm.) = 


当 gp; 中 无 自由 变 元 ( 即 m2; = 0 ) 时 ， 把 及 ; 取 为 18 的 某 个 元 素 . 
设 zx 在 运算 下， ， 了 之 下 的 闭 包 为 ， 则 |y| < 
max(w，lzl) ( 见 4.6 节 定 理 2 )， 且 y 具有 性 质 : 每 当 wp; 形 为 
39zpj(z，Z1，"…* ，zmi) 持 ， 便 有 
Vz1, ,Tm; E y(dz € t8 2 GE Tl, Xm) 一 
一 3zeywi(z， zi Tmi)), 
由 命题 1 便 知 pi1，… ，wn 对 (yw，ts) 是 绝对 的 ， 从 而 对 (7，T) 
是 绝对 的 . 
证 上 毕 
定理 2 中 基于 选择 公理 引进 的 函数 吾 ; 叫做 Skolem 上 数 ， 常 
被 用 来 消去 量词 . 
由 定理 2 可 以 得 到 ZFC 的 任何 有 限 片 断 的 可 数 集 模型 ， 但 一 
般 得 到 的 不 一 定 是 可 北 的 模型 ， 这 时 可 以 利用 Mostowski 酸 形 映 
射 ( 参见 6.1 节 定 理 3 ) 来 寻找 与 之 同 构 的 可 递 模型 ， 
4 与 五 同 构 ， 指 存在 着 4 到 互 的 双 射 严 ， 满 足 : 
VYz,yE4ZETH 一 Fr)e FPF(y)). 
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命题 2 车 是 4 到 8B 的 向 构 ， 则 对 任何 公式 (zi1，…， 
Zn)j， 当 人 YI ，2n EE A， Yl， yn €B,， 且 加 = F(z1), 
… ,yn 二 下 (zn) 时 ， 有 
(zi En) or Pl Yn)B. 
特别 对 于 语句 p; 有 4 一 wp， | 
证 明 ”对 公式 vw 的 长 度 妇 纳 . | 
当 yp 是 原子 公式 (z1 = za，zi 6E Zz2) 或 当 yp 形 为 = 多 ， 
划 AX 时 ， 结 论 显 然 正确 . 当 yp 形 为 3zWiz，zl, .… ，zn) 时 ， 设 
Zi TnE A, ,Yn EBEy = Fr),., n= 
F{zn). 因 | 
YrzeEAyeBy= Flz), Vy EE Bizre Ay= F(r), 
这 时 对 多 用 归纳 假设 使 可 得 : 
Ar €E A YAz, zi Tn) © Jy € Bw (y, Nn, , yn). 
“证 毕 
定理 3 对 任何 请 多 列 P1，-… ，wn 及 可 递 类 了 了 了， 有 
Yrz CT I(r 可 弟 --， 3z(z Cz 人 A > 可 递 入 
A(pi oo pH) MAA (pi © pI)A 
A lz| < max(w, |z1)). 
证 明 ”把 外 延 公理 加 入 p11， ，pn 中 作为 pa- 先 取 定理 2 
所 断言 存在 的 集 y 3 >， 具 有 性 质 ; 
pi = pi Hy < max(w, jz， 
T 是 可 递 类 ， 帮 外延 公理 在 了 中 为 真 ( 5.4 节 命题 1 )， 从 而 也 在 
y 中 为 真 : po¥. 由 6.1 节 定 理 3 可 知 ， 存 在 可 递 集 > ( Mostowski 
盖 形 ) 以 及 y 到 z 的 同 构 f{ Mostowski 橙 形 映射 ): 
fw) = {f(v) jvE yn w).( 见 6.1 节 定 理 3 的 证 明 ) 
z= Ran(f), lzl = |y| < max(w, lx|). 
任 取 &€ z C y. 因 xz 是 可 递 集 ， 故 着 v € u， 则 ww € yy， 
ynN t= 于 是 有 f(%) = {f(v) |v EW) = wu， 后 面 等 式 成 立 的 
理由 是 
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Yo eu)=a 一 fu) = 4). 
现 已 得 w € z， 这 说 明 x C z. 又 由 命题 2 知 wp/ 一 wp?， 故 
vf 2 PF. 
证 毕 
推论 5 设 5 是 ZFC 的 任 一 扩张 ， 且 wi, +， wn€5， 
则 
3 +- jz(|z|=w A z 是 可 弟 集 信 (PFA A PE). 
证 明 在 定理 3 中 取 了 为 VY,， 取 zx 为 w 便 可 . 
证 毕 
推论 5 是 说 : 基于 任何 把 ZFC 包括 在 内 的 公理 集 $5， 可 以 
证 明 5 本 身 的 任何 有 限 片 断 存在 着 可 数 的 可 递 集 模型 . 特别 ， 从 
ZFC 出 发 可 证 ZFC 的 任何 有 限 片 浙 存在 着 可 数 的 可 递 集 模型 . 
现 取 ZFC 的 一 个 足够 大 的 有 限 片 断 的 可 数 可 着 集 模型 *>， 使 
有 关 的 绝对 性 得 以 保证 . 按 6.2 节 的 规定 


(Plz))” = {y€E z|(y C2)} 
= {yEz|YyCx} 
= P(rz) N 2z. 
上 式 说 明 (P(w))* 是 可 数 集 . 但 站 在 z 中 来 看 ，(P(w)jz 是 不 可 
数 的 ， 因 为 基于 足够 大 的 ZFC 生 断 可 证 在 z 内 部 不 存在 w 到 
(DP(w))* 的 双 射 . 这 就 是 有 名 的 “Skolem 悖 论 ”. 这 个 事实 只 不 过 


说 明子 “可 数 性 ?不 是 绝对 的 . 后 面 还 会 遇见 出 基数 的 相对 性 而 产 
生 的 类 似 的 怪事 ， 


6 .4 可 定义 关系 
在 本 节 中 我 们 设法 把 “可 定义 ”一 词 用 集 论 语言 形式 化 、 精确 


化 . 从 本 节 开 始 到 本 章 结 束 的 工作 立足 于 ZE . 
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映射 s ; n 一 - & 是 由 a 的 ni 个 元 素 组 成 的 有 限 序 
列 ， 和 常 说 成 是 有 序 nn 元 组 ， 记 作 s{0)，:… ,s(n - 1， 或 
(ao nl), ti 一 5 
an” 的 子 集 由 一 些 有 序 rn 元 组 构成 ， 叫 做 a 上 的 ”元 关系 . 
先 引 人 集 & 上 如 下 几 种 元 关系 . 当 i 7T < mew 时 ， 令 
Desfa n, 1, 7) = {(00; 7 Qn-1) E a" | ai € Qj;)}, 
D-(e n, i 7) = {(00, 1 , an-1) € tr {or = a7}. 
车 i, 7 < nnE w 不 满足 ， 则 规定 
De(a, mn ty 7) = Dt{a, n, i, 7)=0 
车 rnEw 生 n> 0， 则 令 
Pa(&, n, 7)= {(40, -… , an-1) E en 
z 下 
若 nw 或 n= 0， 则 令 
| Ps{t, n, 7)= 0. 
现 对 上 归纳 定义 D(E£, a, nn): | 
D(0, a, 2) = {Dela, 2, i 7)|Ej< n}U 
U{D=(a. ni 7 ii 7 <n) 
Dl(k+1, a, n)= Dk, a, n}U fa ~r| re Dk, ae n)}y 
UL{rNilr, t+€ DE, a, nyU 
U{Pa(a, rn, 7) Ir EDR, a, n+t 1))}. 
D(a,、 2) 的 每 个 成 员 都 是 e 的 n 元 关系 … D(a，1) 的 成 员 则 
是 ac 的 特殊 子 集 (好 1 元 关系 ). 例如 : 
D(0, 0, 1} =1 
(De{0, 1, 0, 0} = 0, D-(0, 1, 0, 0) = 0) 
D(0， 1, 1}= 2 
(Dell, 1, 0, 0) =0, De{1, 1, 0, 0) = {0} = 1) 
D(0, 2, 1) = {0, 2} 
(De(2, 1, 0, 0) = 0, D=(2, 1, 0, 0) = {0, 1} = 2) 
D(0, 1, 2) = {0, {0, 0)))} 
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(De{l, 2, 0, 0) = De(1，2,，0, 1) = .= 0， 
了 D-(1， 2 0, 0) = D=(1, 2, 0. 1) 二 ,二 {(0， 0)}) 


定义 1 (可 定义 关系 ) 
集 a 上 的 ”元 可 定义 关系 ， 指 下 面 用 Df(a,n) 表示 的 集 的 
元 素 : 


Dfla, n) = UresD(k, 4, n). 
定义 毕 
由 定义 1 立即 可 知 : 车 7, t € Dfla, n), 则 a* 一 + € Df(a, n), 
Nt E Df(la, n); 若 7T € Df(a, n+1), 则 Pata, n, 7r) € DKa， n). 
命题 1 对 任何 公式 ww(z1，::. ， zm) 和 任何 集 x*， 都 有 
{CE 3 Tn) EL | oo zn)} € Df(z, n), 
其 中 p(xz1，… ,Xn) 是 ww(T1，… ，za) 对 z 的 相对 式 ，p 中 的 
自由 变 元 至 多 是 zl ，.… ，zn， 
证 明 对 w 的 长 度 归纳 . 
(I) 当 # 是 ziezi 或 zi=zjl0G-1l-1li<m) 时 ， 
{(z1, +, Tn) Ex" | zi € x;} 
= De(z, n, 1—1,7-1)eDIz, n). 
{(z1, Za) Er" | zi = Zi 
- = Ds=(z, n, i~ 1,7-1)e Dfz, n). 
(I) 当 yp 形 为 ~- 功 或 区 入 Xx 时 ， 假设 
r= {21, 7 , Fn) €E zr | T(z, 2)} € DI(z, n), 
= {(z1, 7 , zn) € x | xT(21, +), zn)} € Df(z, n), 
此 时 有 
tc Zn) € x | (nz ,7 ))°} 
=2 一 rEDfz，n)， 
{(z1; 7, Zn) E ZT | pF ,Tn) A X21, +, zn)} 
=7Nte Df(z, n). 
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(于 ) 当 Pp 形 为 3yw (zr1, “Cn, y) 时 ， 恨 设 


r= {(z1,'':, Zn, Y)E z™t | ye(z1, 1, Ln, 9)} 
E D(z, n+ 1), | 
此 时 有 
{(z1, +, Zn) ET" | estzl zn)} 
= {(z1, + , Zn) Ex" | jy Er (RT, Zn WY 
= {(T1, --*, Ta) Ez" | 3y((z1, + Tn, y) € 7)} 


= Pa(z, n, 7+) € Di(a, n). 
8 证 毕 

命题 1 意思 是 : Df(z, n) 包括 了 所 有 能 用 相对 于 z 的 公式 定 
义 的 z 上 的 ” 元 关系 . 这 正 是 “可 定义 关系 ”名 称 的 由 来 . . 

Df(a, n) 具有 可 数 性 ， 我 们 可 以 给 出 Df(a,， 7n) 的 一 个 校 举 . 

定义 2 ( 可 定义 关系 的 枚 举 函 数 ) 

可 定义 关系 的 榴 举 哨 数 E(a,n，m) 指 
De(e np 1 7), m= 231, 1, 7j<n 
Ds(a, np ii 力 ， m= 2i315, 1, j <n 
a — E(a, n, i), m= 2'315? 
Ela, 2, 2 N Ea, 1n, j), mm = 2i:3153 
Pa(a, %, Ela, n+1,1)), m= 2t3754 
0， 其 他 情形 


Ela, n, m)= 


定义 毕 
命题 2 Df(a, mr) = {Ela; n, m)| m € w}. 
证 阴 因 De(a, n, 0, 0) =0, 故 0 EDf(a, n), 由 Di 及 EE 
的 定义 ， 对 m 归纳 即 得 E(a, n，m} € Df(a，n)， 青 对 上 归纳 易 
得 i 
D(k, a, 1) C {Ela, n, m) | m € w)}. 
证 毕 
例如 对 给 定 的 集 a, 令 = 2， 便 有 a 上 二 元 可 定义 关系 的 如 
下 枚 举 : 
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E(a, 2, 0) = 0 
Ela, 2，1) = De(a, 2, 0, 0) 
Ela, 2, 2) = De(a. 2, 1. 0) 
Ea, 2, 3) = De(a, 2, 0, 1) 
E(ta, 2, 4)=0 
E{a, 2, 3) = 了 -fa 2, 0, 0) 
E(a, 2, 6) = De(a, 2, 1. 1) 
命题 3 [Dfla, rn) < w. 
证 明和 任 取 x E Df(a、n), 令 
f(r}= min{m € w | E(a, n, m) = 2}, 
则 ff : Da, nn) 一 > w 是 单 射 . 
证 毕 
命题 4 Df(x、n) 和 (x7,，n,， mm) 对 ZF 的 可 递 模型 是 绝 
对 的 . 
证 明 设 Mf 是 ZF 的 可 递 模 型 . De(x, n, i 站 对 JM 是 绝 
对 的 . 事实 上 ， Vz, 2, nN, 1 jE€ M, : 
:2 = Delz, n, i | 
二 (fmpEwAt<m AT<P) 一 
— (YYyE zs(y Ex A yi eHD) A 
AVYETIUIE HI) — YE A 
AltnPEwAT<P ATIT<7DL) 一 > 一 0)， 
说 明 De(z，n，i 7) 的 绝对 性 ， 要 用 到 5.3 节 的 结论 及 6.2 节 定 
理 1 .类似 可 得 DD_{x. n, i 7 和 Pa(*，n, 7) 的 绝对 性 . 由 
D{k，z,n) 的 绝对 性 可 得 Df(x、，7) 的 绝对 性 ， 而 D(K，z，m) 和 
Ez, n,m) 的 绝对 性 的 证 明 还 要 用 天 超 限 归纳 定义 保持 绝对 性 定 
理 ( 6.2 节 推 论 1) 
证 毕 
练习 二 十 四 
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1， 其 体 写 出 

De(2, 3, 0, 1), D-(2, 3, 0, 1), Pa(2, 2, De(2, 3, 0, 1)) 
及 Pa(2, 2, D-(2, 3, 0, 1)). 

2，D(0, 2, 3) 与 D(1, 2, 2) 各 有 多 少 元 素 ? 

3. 设 7,tE€ Df(a, n),， 证 明 r UtEe Df(a, n). 

4， 证 明 Pa(z，n, 7) 的 绝对 性 . 


6 .5 可 构成 集 


设 s = (aeo, -… ,an-1), 用 记号 s 六 表示 (a0, ;tn-1, 1). 
定义 1 (可 定义 者 集 算 子 DD) 
Dla}= {rT Ca| dne ws Euar™ 
3r € Dfla, n+1HNrz= {yealsy er})}. 
定义 毕 
由 定义 知 D{a) C P(a) .下 面 的 命题 指出 了 算 子 D 的 含义 : 
D(a) 包括 了 所 有 用 相对 于 wx 的 公式 定义 的 & 的 子 集 . 
命题 1 任 给 集 ec 及 公式 y(z1,… ,zn, 让， 有 
Vzi1: Zn E aliy Ea lw lz, Zn WE D(a)). 
证 阴 对 任意 zl,，-… ，zn E 4a， 取 
r = {(21, 7 Sn, Y) Earl entzt , zn, gj 
由 6.4 节 命 题 1 知 xr € Df(a, n 十 1)， 于 是 有 
en 
= {y EQ) (1, “nn zy) Er} € Dla). 
| 证 和 毕 
命题 2 (I) 可 递 集 aC D(a). 
(I) YYzcaltrl<w 一 了 EDla)) 
证 明 (了 I) 在 命题 1 中 取 公式 wz, 为 z Ey， 则 


vrea{yealyez}e D(a)). (1) 
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若 a 为 可 递 集 , 则 当 z E a 时 , {yEaly€Ex}= {yyEr}= 2 
于 是 (1) 变 为 

Yr Ea(z E D(a)), BW aC D(a). 

(11) 任 取 7, s € Df(a, mm 二 1， 则 

rUs= a"rti—((artl— rN{a"t!— 8))€ Dflo, 人 


(2) 
0=7N (et 7)e Dfla, n+1). (3) 

固定 n,， 令 
rk = {tEartil a < k(tn) = tt)}, k= 0,1,..,n. 


现 对 大 归纳 证 明 当 之 时,， rx € Df(a, n+ 了 ). 

ro = 0€Dfa, n+1). (由 (3)) 
假设 re € Df(g, n+ 1)， 则 

rk+1 = {(t Eant! 1 32 < Ek+ it(n) = (2))} 

= {teEarti|3i< ktn) = (0))}Y 
Ui Eartl |i(n) = tk)} 
=rkU D(a, n+ 1, n, k) € Df(a, n+ 1). (由 (2)) 
Kk 二 nn 时， 得 
ra = {teEatl| di < ntn)= ti))} € Di(a, n+1). (4) 
对 固定 的 mn ， 任 取 z = {fao,.… ，an-i} Ca， 并 记 
3 一 (ao ，a&n_-1)E on. 
于 是 当 yE a 时 ， sy= (ao，.…… ，an ly 2)Eanr+l， 且 
z={yEalsyErnh (由 (4)) 
由 定义 1 得 x E D(a). 至 此 已 证 得 
Yr Callr|=n.— rE€ D(a))y. 
证 毕 

有 了 可 定义 等 集 算 子 D， 便 可 引出 重要 的 可 构成 集 的 概念 . 

定义 2 (可 构成 集 ) 

可 构成 集 类 工 = Useonla， 其 中 : 

lo 一 0, 
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lao41 = 也 (L>) 
四 当 c 为 极限 序数 时 . 
ls 与 va 的 差别 仅 在 于 3.4 节 定 义 1 中 的 寡 集 运算 P 现在 是 
用 刀 代替 了 .1。 与 vc 有 不 少 性 质 是 相似 的 
天 D(a) C P(c)， 故 易 知 fc va( 对 a 归纳 ). 
命题 3 ，(T) 每 个 /。 是 可 递 集 故 工 是 可 递 类 . 
(I) 7<a 一 人 Clia. 
( 亚 ) la €or. 
证 明 (了 ) 与 (I) 同时 对 a 归纳 . 
& 二 0 为 平凡 情形 . 
a 是 极限 序数 时 ， 与 3.4 节 命 题 1 (I) ，( 焉 ) 的 证 法 辣 ， 只 
要 把 v 改 为 1 便 可 . 
当 a 二 8B 十 1 时， ls 二 D(1s). 由 命题 2{1) 知 la C Dllg). 
故 
la C&C la = Dlls) CE Plls) Plis). 
由 {。C P(i,) 得 i 是 可 递 集 . 此 外 ， 
Y<o— 7Y<B— hls— lt Clo. 
(中 间 用 了 归纳 候 设 ) 
( 卫 ) 利用 命题 1 , 
[={fzeElltz=zieyeDloy= ior. 
. 证 毕 
与 良 基 集 的 情形 (3.4 节 ) 类 似 ， 对 任 一 可 构成 代 x € 工 ， 
x € ls 的 最 小 a 一 定 是 后 继 序数 (这 由 定义 2 3 a) 类 似 于 
委 基 集 的 秩 ， 每 个 可 构成 集 都 有 一 个 1- 答 . 
定义 3 {LL - 秩 ) 
设 z1EL. 2 的 L - 秩 用 p(x) 表示 ， 指 
pf(z) 三 使 reE la341 的 最 小 4. 
定义 毕 
133 


当 APz) = B 时， 由 定义 即 知 : 
zlp 但 z Elst1， 这 时 有 Cip. (5) 
”Ya > 8 z E Io. (由 命题 3(I) 及 a > 6+1) (6) 
命题 4 lo = {rz EL |p(r) < a). | 
证 明 上 先 设 8 = plz)<a, 由 (6) 得 zz € i 
再 设 z eic. 若 B = pz)> ac， 则 由 命题 3 (I) 得 ze jp， 
与 (5] 矛盾 . 
证 毕 
命题 5 (I) Yaé On(isN On = a). 
(HH) Ya €E On(a EL A pla) = ao). 
证 明 { 工 ) 对 a 归纳. 
or= 0 为 平凡 情形 . 
7 a 为 极限 序数 时 ，a = Ua = Uy<aYy( 2.3 节 命 题 5 ). 这 时 


lsN On = (Uycaly)N On 
= Ucally ni On) 
= Uy<a?y (由 归纳 假设 ) 


二 0， 


当 a =B 十 1 时, 设 isnOn= 6p. 因 is CP(ls)， 故 有 
Tel TC TE ES 
这 说 明 io 站 On C a. 还 要 证 a C lan On. 因 a = BU1{B} 及 
8 C ils C Ila， 故 只 用 证 8 € is 便 可 . 在 6.2 节 定 理 1 中 已 证 公式 
“7 是 序数 ”等 价 于 一 只 含有 有 田 量 词 的 公式 (还 要 注意 5.3 节 定 理 
1 一 10° 的 证 明 ). 利用 5.3 节 命题 2 便 知 “z 是 序数 ”对 可 递 集 16 
是 绝对 的 . 于 是 


8 = ls Nn On “(归纳 假设 ) 
= {z € lp | z 是 序数 } 


= {z € ls | (z 是 序数 )15}. 
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”利用 本 节 命 题 1 便 知 6 e D(lp) = 人 . 
(I) 由 {(I) 首 先 有 a+1=tiernon 故 aetrari， 出 
此 及 plz) 的 定义 得 p(a) < a. 再 由 (II 得 站 
| bn)+1 N On = pla)t+ 1, 
a Ep(a)+1 (注意 a € lytoyt1), 9 < Pp(0). 
证 毕 
命题 6 (1) Vnew, ln=v. 
(1) i =v, 
证 明 {I】 对 nn 归纳 . | 
zevn+l 一 ICvYn Cl (归纳 假设 ) 
re zj < {val <w … 
一 ZED() = 机 trl. “(由 命题 2 (了)) 
(H) ly = Urevln = Unewvn = Vow. 


证 毕 


练习 二 十 五 


1. {I) 设 a0o,，:…， ax-_1 € a. 试用 命题 1 证 明 fao，…， 
an-1} E D(a)， 即 : 有 限 子 集 是 可 定义 的 ， 

(了 开 】 证 明 心 的 所 有 有 限 子 集 都 在 /+i 中 . 

2. 能 否 用 题 1 ( 工 ) 中 的 方法 来 证 明 6.5 节 命 题 2 (了 工 )? 


6 .6 可 构成 公理 相对 于 ZF 的 无 矛盾 性 


直观 上 看 ， 并 非 所 有 集 都 是 可 构成 集 , 但 基于 ZF 却 证 明 不 了 
这 件 事 . 本 节 将 基于 ZF 证 明 : 可 构成 公理 ( 即 “ 所 有 和 集 都 是 可 构成 
集 ”) 相 对 于 ZF 是 无 未 盾 的 . 


可 构成 公理 V=L ， 即 : yz ja z € lo. 
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我 们 要 基于 ZF 证 明 1 是 2F+(V=L) 的 模型 ， 即 ZF 的 所 
有 公理 加 上 可 构成 公理 在 L 中 为 真 . 

命题 ! lw。 作为 a 的 函数 对 ZF 的 可 递 模 型 是 绝对 的 ， 

证 明 ”我 们 已 经 知道 Df 的 绝对 性 { 见 6.4 节 命 题 4 ) 再 由 算 
子 DD 的 定义 ( 6.5 节 定 义 1 ) 易 得 DD 的 绝对 性 i。 是 用 了 对 a 归 
纳 定义 而 得 ， 故 也 是 绝对 的 . 

证 毕 

定理 1 L 是 ZF+{V=L) 的 模型 . 

证 明 1° 外 延 公理 在 工 中 为 真 ， 是 由 于 工 是 可 递 的 ( 5.4 节 
命题 1 ) 


2。 上 基础 公理 在 L 中 为 真 ， 根 据 是 节 命 题 3. 

3? 内 温 公 理 的 验证 : 

设 elz、s，3、.… ,zn】 是 任 一 公式 . 任 取 s, zi1, :…' ,zn€ 
TL， 则 存在 某 个 使 s 2 sn € to. 对 1 与 L 应 用 
6.3 节 定 型 ! 可 得 闻 > nan， 使 wv 对 (is. 上) 是 绝对 的 . 此 时 
3, 21 '"-, Sn Efy. 注意 /13 的 可 递 性 、 TESO—— TE ls. 再 根 
据 6.5 分 命题 1 使 得 

FE | 你 人 人 

= {rEls|rEs A wr, s, 3， zn)} € Dlig). 


这 就 证 明了 内 涵 公 型 在 工 中 为 真 : 

Vs, ZA. zn ELdyE€ELYre Lizy ET ~ XE 
人 

4 无 序 对 公 吾 的 验证 : 

设 z,， yy EL， 则 存在 a 使 z, 7 Et 令 z= el 于 
是 得 

Vi. YEL3zcELrzEz> 人 YEz)， 

5°” 并 集 公 理 的 验证 : 

设 r E 工 ， 则 在 在 a 使 z € 4 取 y = 1s, 得 

vrEelL dye€elL Ys, :ELitEz AZzEYE 一 t Ey). 
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6°。 帮 集 公理 的 验证 : 
设 zEL. 令 
~ a=U{p(z)+1|zeELAzCz}. | 
取 y7=1(EI) 当 zELAzCZz 时 有 pz)< ea 故 zEle = 了 
这 就 证 明了 奢 集 公理 在 工 中 为 真 : 
vrEL3yELYzEL(zCr oo zE€EYy). 
7° 替换 公理 的 验证 : 


对 公式 p (zg Zz, 二 pt 设 z 五 ,… ，tn EL. 假 
如 有 
(+) Vr Ez Iy EL pir, y, z, tl, 7 , tn), 
令 a=L{py)+l|3r Ez pi(r, yz tn)}. rEz 


时 ， 由 (*) 知 存在 y EL 使 pr(z，Yy，z, 1， … ,tn). 这 时 
p( 人 < p( 力 +1<a， 所 以 yeEl 令 s=1 于 是 从 (*) 证 明了 
所 需要 的 结果 .， . 
3s ELYVzrEz IyES oz, y, 2 1, 7 , tn). 
8"” 无限 公 理 的 验证 : - 
至 此 已 证 工 是 “ZF 一 无 限 公理 ” 的 模型 ， 故 知 “ 0”? 和 “和 集 的 
后 继 ? 对 工 是 绝对 的 ( 5.3 节 定 理 1 一 5°*,，9° ). 因 weE 工 ， 故 得 
3zELIOETY A VyeEx(y Er)). 
“9°? 可 构成 公理 的 验证 : 
前 面 1° 一 8° 已 证 工 是 ZF 的 模型 . 根据 命题 1 知 对 工 
是 绝对 的 . 任 取 zx EL， 再 取 a 使 zE lc. 这 样 就 证 明了 (V=L) 
在 工 中 为 真 : 
VYzx EL jaEL (zr Elo). 
证 上 毕 
推论 。 车 ZF 是 无 矛盾 的 ， 则 ZF 十 (V=L) 也 是 无 矛盾 的 . 
证 明 基于 ZF 已 经 证 明 工 是 ZF+(V=L) 的 模型 . 由 .5.2 节 
引 理 1 便 得 出 结论 . 
证 毕 
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这 就 是 工 一 一 可 构成 集 宇 宙 . 尽管 通常 不 是 把 L 而 是 把 良 基 
集 类 WF 或 良 序 集 类 WO 作为 数学 的 基础 集 域 ， 但 工 还 是 个 相 
当 大 的 舞台 ，2ZF 理论 能 在 其 中 演出 . 我 们 还 将 基于 ZF 证 明 选 择 
公理 (AC) 及 广义 连续 统 假设 (GCH) 也 在 工 中 为 真 . 


练习 二 十 六 


1.(〈L 的 极 小 性 } 设 M 是 ZF 的 任 一 可 递 真 类 模型 . 试 证 
工 =LM CA 


6 .7 选择 公理 相对 于 ZF 的 无 矛盾 性 


我 们 从 考察 任 一 可 构成 集 是 否 可 良 序 的 角度 来 考察 选择 公理 
在 工 中 的 真 假 . 为 此 ， 先 对 a 归纳 定义 !。 上 的 二 元 关系 RR。. 

令 Ro=0. 
假设 !。 上 的 有 。 已 经 规定 ， 现 要 规定 !。,， 上 的 二 元 关系 
Ra 

设 Ro 是 lo。 上 的 良 序 ， 则 由 忆 。 对 每 个 n 按 通常 字典 顺序 先 
诱导 出 li (由 ia 的 元 素 组 成 的 有 序 n 元 组 的 全 体 ) 上 的 良 序 R*、 
有 了 Ra 以 后 ， 任 取 ze tao+l = Dl(lo). 按 6.5 节 中 关于 了 D 的 定 
义 ，z 是 i。 具有 以 下 性 质 * 的 子 集 . 
(x*) dn Ew ds €ls 3r € Df(lo, n+1)(z = 
= {y€lal| sy Er)). 

注意 (*) 中 开头 接连 出 现 的 三 个 存在 量词 ， 这 使 我 们 可 以 把 
z 与 以 下 三 个 集 相 联 系 : nz，sr，rmz， 其 中 wz 规定 为 使 

3s € ls ar € Dflo, n+1i)(z = {ye lo | syer}) 
成 立 的 最 小 n: sz 表示 lx: 中 使 

3rEDfic， nz + 1)(z = {ye€ lo | sy Er)}) 
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成 立 的 Rnrr - 最 小 元 4 mz 表示 使 

T= {yeEla | sy EE Edo, nz 十 I m)} 
成 立 的 最 小 m{ 注 意 6.4 节 命 题 2 ). 这 样 ， 便 可 在 fa+l 中 规定 序 
Roti 如 下 : 

对 任意 ,YE lat1, 规定 TRotiY 为 

(I) 2,yEla BXRay, 或 

(I) zeEls 但 y 4 1 或 

(HH) zx, y tla, 但 这 时 nz < ny， 

或 ns = ny 但 sz Ra sy, 
或 ns = ma sz sy 但 mrz<rmy 
最 后 ， 有 为 极限 序数 时 ， 规 定 
= {(z, YW) Ela Xtal|plz) < ply) A TRowyriy}. 

2 1 如 上 规定 的 R。 是 !。 上 的 良 序 . 

证 明 对 a 归纳 : 

& 二 0 为 平凡 情形 . 

设 R。 是 1 上 的 良 序 下 证 Ra41 是 Li 上 的 良 序 . 

反 自 反 性 与 三 分 律 对 RR。+1 显然 成 立 (用 到 归纳 假设 )， 

设 ZRotiy 且 yRatiz- 当 p(zj < a 时 ， 对 (y， z)， 上 上 述 
规定 中 的 情形 (全) ，( 王 ) 不 会 出 现 ， 而 只 会 出 现 (I) 的 情形 ， 
即 y，z Elio. 又 因 zRay1y， 故 x E 1s. 由 is 中 的 尺 。- 可 递 
性 知 zxR。z， 进 而 xRR。41z. 当 pl(z) = a 时 ， 若 p(x) < pl(z), 
则 对 (z，z) 上 述 规定 中 的 情形 ( 卫 ) 出 现 ， 于 是 +R。41z; 车 
p(x) = p(z), 则 >， y, 2 ¢ la, 这 时 情形 ( 亚 ) 出 现 ， 易 知 
TRoa+12. 

为 验证 R41 - 良 基 性 , 设 0 aC fi 当 @a CC lari 一 la 时 , 
由 规定 中 情形 ( 亚 ) 易 得 a 的 RR。4y1 - 最 小 元 ; 而 min{p(y) | YE 
4} <a 时 有 anils 关 0， 这 时 由 ls 中 及。- 良 序 性 可 得 an 17。 
的 R。- 最 小 元 ， 也 是 a 的 R41 - 最 小 元 . 

当 a 为 极限 序数 时 ， 用 类 似 的 方法 易 证 RR。 是 !。 上 的 良 序 . 
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证 毕 
推论 1 (V=L) 一 AC, 故 AC 在 工 中 为 真 ， 
证 明 任 取 集 x € V， 存 在 a 使 z C i. 于 是 1。 上 的 良 序 
Rs 使 > 得 到 良 序 . 这 就 由 (V=L) 证 明了 AC , 上 节 已 证 (V=L) 
在 工 中 为 真 ， 由 5.2 节 可 靠 性 定理 推论 知 AC 在 工 中 为 真 . 
证 毕 
我 们 基于 ZF 证 明了 工 是 ZF+AC 的 模型 ， 从 而 也 就 证 明了 
选择 公理 相对 于 ZF 的 无 巴 秆 性 . 


练习 二 十 七 


1 验证 定理 1 的 结论 当 a 为 极限 序数 时 为 真 . 
2. ( 6.3 节 推 论 5 的 改进 ， 参 见 7.5 节 命题 5 ) 基 于 ZF 证 
明 : ZFC+(Y=L) 的 任何 有 限 片 断 都 存在 可 数 的 可 递 集 模型 . 


6 .8 ”连续 统 假设 相对 于 Z F C 的 无 矛盾 性 


本 节 中 将 证 明 {V=L) 一 GCH. 由 于 上 节 已 还 {(V=L) 一 AC， 
故 现 在 随时 可 用 AC. 

命题 1 (1) lzl>w = [Dla)l= lal. 

(1) a2w ~— isl= lal. 

证 明 (I) 由 Dfa) 的 定义 可 知 存 在 wxa” x Dfla, n+1) 
到 D(a) 的 满 射 ， 故 [Dla)| < ke x a x Dfia, n+t1) = |al( 注 意 
6.4 节 命 题 3 ). 

又 因 vz € a({z} € Da 由 6.5 节 命题 20T)， 故 |ol < 
[D(a)l. 

(I) 对 e 妇 纳 : 

= ww 时 ， |i,|= |v,| = w (由 6.5 节 命题 6{ 卫 ) 及 4.5 节 命 
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题 5 )} 

假设 YB < at8 >w = lipl = 12) 

车 a 是 极限 序数 ， 则 1 = Us<ole. 8 < a 时 |is| < |al, 因 
为 

8 <w 时, lis| = |vel < w < lal 

8 > w 时 ， 由 归纳 假设 |is| = 18| < lal. 

由 4.6 节 命 题 3 即 得 |1,| < |al. 又 因 aCilo, 故 |a| lll.. 
车 a=8+1, 则 sl = 181= |al>w. 由 (I) 即 得 
lial = [IDPUo = lg} = lal. 
证 毕 
以 下 把 含 于 类 M 中 的 序数 全 体 记 作 OU )， 即 
O(M) = MNOn. (1) 

命题 2 车 M 是 可 递 集 ， 则 O (MM) 是 序数 ， 旦 是 不 在 M 
中 的 最 小 序数 . ; 

证 阴 若 MM 是 可 递 集 ， 则 由 (1) 知 0O(M) 也 是 可 递 集 ， 
所 以 0(M) 是 序数 ( 2.2 节 定 理 1 )，O(M) #4 本， 否则 导致 
O(M) € OQ(M). 又 因 比 O(M) 小 的 序数 都 在 M 中 , 故 OU) 是， 
不 在 M 中 的 最 小 序数 . | 
. 证 毕 

命题 3 ”存在 ZF 中 有 限 条 公理 的 合 取 式 oy Ra 
记 作 %， 人 M, 

(I) yp” 一 lom)= LY 

(H (pA(V=I)Y ~ lom =M. . 

证 上 明 设 M 是 可 递 集 . 为 了 证 明 最 大 的 序数 不 存在 ( 2.2 节 中 
已 证 此 事 )， 只 要 用 到 ZF 的 有 限 条 公理 . 为 了 对 M 证 明 前 面 所 有 
已 建立 的 绝对 性 的 结论 是 正确 和 的， 也 只 要 M 是 ZF 的 某 个 有 限 片 
断 的 模型 就 可 以 了 . 我 们 现 把 所 需要 的 ZF 中 的 这 有 限 条 公理 全 部 
拿 来 作成 合 取 式 ， 记 作 wp. 下 证 ” 就 是 满足 命题 条 件 (TI)，( 这 ) 的 
合 取 式 . 
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(I) 设 已 知 w**， 则 在 MY 中 不 存在 最 大 序数 ， 从 而 0 (234) 
只 能 是 极限 序数 (由 Of(af ) 的 最 小 性 ). 这 样 使 有 


lotMm) = Uaeo(M) la = Uaerla 
= {zz|da€ M(zr €1,)} 
= {z € M | (da(r € 1 )) 
(用 1 对 3 的 绝对 性 及 37 的 可 递 性 ) 
={zeEM|(z€L)")} 
二 LM ( 见 6.2 节 命题 3 前 关于 类 符号 AM 的 规定 } 


(I) 已 知 (V= LY, WYr(z EL), Wyre M(r€ 
LM 于 是 
， 1 一 Tad 一 lotm) | 
z 证 毕 
定理 1 (Y= 二 LL) 一 GCH,， 故 GCH 在 L 中 为 真 . 
证 明 ” 取 命 题 3 中 的 合 取 式 wp， 对 任意 可 递 集 MM， 有 
(*) oN 入 (V = L)™ 一 Nf = lotar). (命题 3{I)) 
任 取 基 数 总 > w. 先 证 PP(1) C 4+， 共 中 ke> 是 大 于 A 的 最 小 基 
数 . 为 此 ， 任 取 a E P(1), 令 
: b=i.U {a}. 
由 命题 1( 开 ) 知 
| | WB{= |= «. 
i 是 可 递 集 ， 易 知 5b 也 是 可 递 集 (CC 1,). 
根据 6.3 节 定 理 3 (其 中 取 了 为 V ,到 rz 为)， 一 定 存 在 可 
递 集 M Db, |M|= AR 且 
(PAYV=L 一 (peAV=L) 
由 (*) 便 得 M = ioktw). 于 是 由 命题 1{ 了 ) 可 得 
IOCM) = hom = |M|=« < «+, 
a0EbCHM= [ouaAy) Cy 
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至 此 证 明了 P{lJ) C 43+. 由 6.5 节 命题 50T) 知 kC 从 ， 故 
P(r) C POU) C lt. 
最 后 , 图 |P(rx)| = 2 及 in+|= +, 得 2" = «t+. 
证 毕 
这 样 我 们 便 基 于 ZF 得 到 了 以 下 结论 : 
(V=1L) 一 AC+GCH, 
{AC + GCHY, 
L 是 ZF + AC + GCH 的 模型 ， 
最 后 根据 5.2 节 引 理 1 得 出 结论 : 
者 ZF 无 矛盾 ， 则 ZF + AC + GCH 也 无 矛盾 
选择 公理 AC 与 广义 连续 统 假设 GCH 相对 于 ZF 都 是 无 序 
捕 的 ， 但 二 者 的 地 位 有 所 不 同 . 现 有 的 数学 很 多 部 分 少不了 选择 公 
理 ， 但 一 般 并 不 需要 把 广义 连续 统 假设 作为 公理 . 
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7 ” 力 迫 法 , 连续 统 假设 的 
相对 独立 性 


本 章 要 建立 这 样 的 结论 : 车 ZF 无 了 矛盾， 则 ZFC 上 + -CH 也 无 
矛盾 . 换 句 话说， 连续 统 假设 相对 于 ZF 是 独立 的 . 

为 了 方便 ， 以 下 每 当 说 “和 集 M 是 ZFC 的 模型 ”， 都 指 的 是 
“4M 是 ZFC 的 基 个 够 用 的 有 限 片断 的 集 模型 ?. 按 6.3 节 推 论 5 
及 其 后 的 说 明 ， 基 于 ZFC 可 以 证 明 : 这 样 的 M 总 是 存在 的 : ZFC 
的 任何 有 限 片 浙 总 有 可 数 的 可 递 集 模型 . 


.7 .1 再 谈 偏 序 


本 节 要 做 些 准备 工作 ， 基 本 想法 是 : 设法 把 一 些 相对 无 矛盾 性 

的 问题 化 归 为 有 关 偏 序 的 组 合 学 问题 . 这 就 变 求 熟悉 有 关 偏 序 的 概 
念 和 结论 ， 
| 我 们 基于 ZFC 展开 讨论 . 

在 2.1 节 中 已 建立 了 信 序 的 概念 . 集 a 上 的 偏 序 +( 或 用 <<” 
表示 )， 指 a 上 具有 上 反 自 反 性 及 可 递 狂 的 二 元 关系 . 下 面 用 “<” 重 
新 给 出 定义 . 

定义 1 ( 偏 序 ) 

非 空 集 P 上 的 偏 序 ， 用 < 表示 ， 指 已 上 具有 以 下 性 质 的 二 
元 关系 : 

(I) 自 反 性 p<y. 

{I 了) 可 递 性 PS9 ASr 一 了 < 
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( 焉 ) 反 称 性 p<9 Ac<sp 一 了 =9- 
以 上 p，g, 7 为 了 中 任意 元 来. 
p 之 gq 了 时， 我 们 说 p 延伸 9 ， 或 说 p 是 g 的 延伸 . 
Pp < g 被 规定 为 p<g 和 A p14 | 
(P,，<) 称 为 偏 序 结构 ，P 称 为 偏 序 集 . 
定义 毕 
设 M 是 ZFC 的 可 递 模型 . 后 面 每 当 说 已 E AM ， 不 仅 指 偏 
序 集 PE MM， 而 且 间 时 指 P 上 的 偏 序 这 个 二 元 关系 “<” 也 是 
邓 的 元 素 . 
定义 2 ( 链 , 反 链 与 可 数 反 链条 性 ) 
偏 序 集 P 中 的 链 指 集 ce C P ， 它 县 有 性 质 ; 
Vp, 9Ec(p<g vgs<op). 
DD 与 g 相 容 指 p 与 gq 在 了 中 有 公共 延伸 : 
dreP(r<pyvr<u) 
p 与 9 在 中 克 公 共 延 伸 时 ， 则 说 p 与 4 不 相 容 ， 记 作 
pLg. .PP 中 的 反 链 指 集 a C P， 它 具有 性 质 : 
Vp, 9E a(p F494 一 pL9). 
若 P 中 所 有 反 链 都 是 可 数 集 ， 则 说 P 具有 可 数 反 链条 件 ， 
定义 毕 
- 我 们 对 具有 可 数 反 链条 件 的 偏 序 集 感 兴趣 的 原因 ， 可 参见 后 
- 面 7.4 节 定 理 2 . . | 
例 1 设 b 了 0, P= Pb) 一 {0}. p< g 定义 为 pCg. 这 
p 与 9 相 容 =，pnd 大 0: 
plg ~ pNg= 10; 
0 Cp 是 反 链 ca 的 元 索 纪 不 相交 ; 
易 知 : 已 有 可 数 反 链 条 件 |b| < w. 
定义 3 (再 子 集 与 小子 ) 
设 PP 是 偏 序 集 ，D, Gc P GA#z0. 
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DD 是 P 的 称 子 集 , 指 YVpE PijgqgeDt{g<p). 

GG 是 P 中 的 滤 子 ， 指 G 满足 以 下 两 个 条 件 : 

(I) Yp, gEG3rEG(r<pAr<gq)( 即 G 中 元 素 两 两 
相 容 )， 

(I) YpEGYgE Pl(p<gqg —» 9€G). 

若 偏 序 P 中 有 最 大 元 素 ， 则 将 最 大 元 素 记 作 ep， 简 写作 e 

定义 毕 

往 后 只 讨论 带 有 最 大 元 素 的 偏 序 . 对 P 的 任何 滤 子 G， 由 定 
义 知 总 有 ee € GG. 

在 P 的 滤 子 中 ， 我 们 感 兴趣 的 是 与 某 个 特定 集 M 相 联 系 的 
一 类 具有 上 典型 性 的 滤 子 ， 它 与 P 的 每 个 属于 M 的 笛子 集 相交 : 

定义 4 ( 集 M 上 的 PP 型 小 子 ) 

设 P 是 偏 序 集 . 集 M 上 的 P 型 滤 子 ， 指 P 中 具有 以 下 性 质 
的 滤 子 G: 

YD C P(D 是 笛子 集 人 De -一 GrD#0). 
定义 毕 

我 们 对 P 型 滤 子 感 兴 趣 ， 是 因为 这 种 滤 子 含 众多 信息 . 它 与 
有 关 秽 子 集 都 相交 ， 表 现 了 它 的 典型 性 即 “ 广 泛 代 表 性 ”. 

下 面 是 关于 可 数 集 M 上 的 P 型 滤 子 的 存在 性 命题 . 

命题 1 设 P 是 偏 序 集 , p 6E PP. 车 4 是 可 数 集 ， 则 存在 
M 上 的 P 型 渡 子 G 使 pE€G. 

证 明 把 那些 属于 M 的 PP 的 笛子 集 记 为 Do， D1,，-… (至 
多 可 数 个 ). 从 P 中 归纳 取出 一 串 om EE w) 如 下 , 令 m = 二 pp 设 
qn 已 经 确定 . 因 D, 是 笛子 焦 ， 故 存 在 TH €E Dn 使 fn-Hl < qn- 
于 是 有 

名 之 全 之 四 二， Bo € Dr. 

作 G= {reP LS qn 7}. 显然 每 个 g, E G,， 且 侣 是 
滤 子 : 

(IT) Yq, 7EG, 设 gn 之 4，qns <7. 取 ni 与 n2 的 大 者 
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为 rn， 则 
I SOA dn 人 eT, , 

(I) Yr EG, 9€P, 存在 4n <r, 且 当 7r < 9g 时 gn < 4g， 
故 gE G. G 是 所 要 找 的 忆 型 滤 子 ， 因 为 对 任何 np，CnD 0. 
最 后 ,p= 人 EC 

证 毕 

命题 2 公式 “< 是 P 上 的 偏 序 ”与 “DD 是 偏 序 集 尸 的 
称 子 集 ” 对 ZFC 的 可 递 模型 是 绝对 的 . 

证 明 当 r, P,， DEM 时 ， 

"是 PP 上 偏 序 = Vp€ P(p, pj ErA 

A Vp, g, sE Pl(p, qj Er A (g, sjEr = (p, 8) Er)A 

Ayp gE P((p, q) Er A (g, Pp)Er— p=qg) 

局 是 偏 序 集 P 的 筒子 集 一 > 是 已 上 偏 序 和 

A vpE Pag € Dl(g, PEr). 
证 和 毕 

如 同 以 前 的 说 明 ， 这 里 的 iY 只 需要 是 ZFC 的 某 个 足够 大 的 
有 限 片 断 的 可 北 模 型 . 

命题 3 设 集 1f 是 ZFC 的 可 递 模型 ， 偏 序 集 已 < M， 
_ 且 满足 
(*) VpE PAg re PlaspAr<p A qlr). 
这 时 若 O 是 M 上 的 PP 型 症 子 ， 则 G ¢ M. 

证 明 { 反 证 ) 假 设 GeE M, 则 D= P-Ge M{ 因 z= zx-_y 
对 M 是 绝对 的 ， 见 5.3 节 定 理 1 一 8° ). DD 是 PP 的 简 子 集 . 事实 
七 ， 任 取 pE 了 ， 由 (*) 知 存在 g, r E P, 9g 与 7+ 是» 的 不 相 容 
延伸 ， 于 是 9 与 + 不 能 都 在 (3 中 (否则 gq 与 7 因 G 是 滤 子 而 相 
容 )， 必 有 一 个 在 DP-G 中 . 

DD 是 笛子 集 , 但 DNG =0、 这 与 M 上 PP 型 滤 子 的 定义 蔬 

盾 . 
| 证 毕 
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不 在 M 中 的 P 型 滤 子 是 我 们 更 感 兴趣 的 . 后 面 我 们 很 快 就 
会 明白 ， 给 定 满足 条 件 [+) 的 P ， 由 P 型 滤 子 G(¢ M) 就 可 得 
到 M 的 有 意义 的 真 扩张 MIG]( 参 见 7.2 节 命 题 4)， 


练习 二 十 八 


1， 讨 论 7.1 节 定 义工 与 2.1 节 定 义 1 的 统一 性 

2 设 已 = {p Cwx21p 是 函数 且 lp| < w} . 规定 ?< 9 为 
gCp. 

(I) 验证 已 为 偏 序 集 ，- 

(H)} ep =? 

(下) ”以 了 为 例 说 明 7.1 节 定 义 1 与 定义 2 中 各 概念 的 具体 
含义 ， 
(IY) 证 明 已 具有 可 数 反 链 条 件 . 
(V) 证明 P 满足 7.1 节 命 题 3 中 的 条 件 (*). 


3， 设 篇 序 集 P 池 0，D 是 P 的 可 数 个 笛子 集 构成 的 子 集 族 . 
试 证 存在 P 中 滤 子 G 与 族 DD 中 所 有 成 员 相 交 ( 这 个 命题 是 Matin 
公理 的 特殊 情形 ， 通 常 写作 MA{w) ) 


7.2 ZEFC 的 模型 的 兼 纳 扩张 


以 下 如 不 说 明 ，M 党 指 ZFC 的 可 递 模型 . 本 节 讨论 由 忆 型 
滤 子 G 得 到 M 的 扩张 模型 M[G] 的 方法 . 


回忆 6.1 节 例 1 . 在 V 上 定义 县 基 似 集 关 系 到 : 
yRzY 当 且 仅 当 YEclfz). 


对 给 定 的 偏 序 集 已 ， 可 用 及 归纳 定义 出 一 个 与 P 有 关 的 函数 
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下 VY 一 V, 


BF(y)=1 (1) 


f1, 若是 关系 ， 对 任意 (y, z) E z， 有 zeP 
F(z)= 
0, 其 他 情形 


注意 当 (y, z) E +z 时， 有 YE€cl(z) 即 yRz. 
利用 函数 瑟 ， 可 对 给 定 的 偏 序 集 定义 重要 的 标号 概念 : 
. 定义 1 (PP - 标 ) 
设 已 是 偏 序 集 .7 叫做 一 个 P - 标 ， 如 果 F(T) = 1， 其 中 国 


数 亚 与 PP 有关， 由 (1) 式 定义 ，P - 标的 全 体 记 作 V(P). 


定义 毕 
定义 1 的 意思 是 : 对 给 定 的 偏 序 集 P， 在 V 上 对 良 基 似 集 关 
系 民用 (1) 归纳 定义 出 的 函数 FF 是 P - 标的 特征 函数 . 例如 若 取 
P = {e} ( 独 元 偏 序 集 )， 则 以 下 集 句 为 {e} - 标 
0，{(0， £)}, {({(0, ce)}, e)}s {(0, e), ({{0, e)}, e)}s 2 
由 PP- 标定 义 可 知 : 
(I) .P- 标 7 是 一 个 关系 ， 它 满足 : 
对 任意 (o, p)E 7,pE€P 了 且 o 也 是 请- 标 . (2) 
(I) 由 6.2 节 定理 2 ,7r 是 PP- 标 ”( 即 Fl(7) = 1 对 MM 
是 绝对 的 {注意 cl(z) 也 是 由 绝对 的 公式 与 函数 归纳 定义 出 的 ， 所 
以 cl(z) 对 M 是 绝对 的 ). 在 应 用 6.2 节 定 理 2 时 ， 要 验证 条 件 
(五 是 V 上 似 集 关系 )*. 注意 
凡是 V 上 似 集 关 系 
> Ve dt VAY Et 一 YEcz)) 
Vz 3t (t= cl(z)). 


因 dl(z) 对 计 为 绝对 , 故 z EM 一 d(x)eM. 


给 定 了 偏 序 集 已， 已 - 标 是 很 多 的 . 事实 上 ， 在 下 面 的 定义 2 
中 我 们 可 以 用 P 给 每 一 个 集 “ 加 标 ?， 即 可 以 归纳 定义 从 V 到 V 
的 加 标 通 数 ， 并 把 加 标 通 数 赋 给 任 一 集 > 的 已- 标记 作 元 
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定义 2  ( 集 z 的 P- 标 了) i 

TT 二 (ye) |yExz}, 其 中 为 偏 序 集 P 的 最 大 元 . 
定义 毕 

归纳 易 证 每 个 去 都 是 已 - 标 . 我 们 有 . 

0 一 用 和 

1 = {(0, oj = {(0, e)) “ 

3 = {(0, ©, (T, 0)} = {C0, o), ({(0, ee) 有 


CE 


对 给 定 的 偏 序 集 已 ， 每 个 集 都 有 相应 的 已 - 标 ; 但 并 非 每 个 ““… 
了 - 标 都 是 由 对 集 加 标 而 得 来 ， 除 非 P 是 独 元 集 {e}. : 
定义 2 中 归纳 定义 所 用 的 良 基 似 集 关系 是 E. zx 的 绝对 性 来 ，. 
自 6.2 节 推论 1 . | 要 be 
当 P 关 0 时， 所 有 PP - 标 构成 的 类 V(P) 是 真 类 . 理由 如 下 : 2 
若 V(P) 是 集 ， 则 V(P) x P 也 是 P - 标 (符合 条 件 (2)), 从 而 . 
V(P) x 了 €E V(P)， 这 不 可 能 ( 见 练习 十 一 题 1 ). 
把 属于 M 的 PP - 标的 全 体 记 为 M{P})， 即 
M(P)= MNYVI(P). 
我 们 引进 P - 标的 概念 ， 是 为 了 能 灵活 地 找到 扩张 模型 的 方 
法 ， 使 扩张 的 模型 具有 所 需要 的 性 质 , 偏 序 集 已 的 选取 是 自由 的 . > 
当 我 们 构造 4 的 扩张 时 ， 并 不 单纯 由 M 出 发 ， 而 是 由 已 - 标 集 学; 
V(P) 出 发 ,更 确切 地 说 是 由 M 中 的 已 - 标 集 M(P) 出 发 来 寻找 
包括 M 在 内 县 比 M 更 大 的 集 模型 . a 
” 设 G 是 放 上 的 忆 型 滤 子 . 下面 我 们 设法 利用 了 与 G 得 到 吉 
M 的 有 意义 的 扩张 ， 叫 做 M 的 兼 纳 扩张 ， 并 用 符号 MIGI 表示 . 
做 法 是 ， 由 名 称 ( 即 标号 ) 来 定 对 象 ， 通 过 M 上 P 型 浪子 C 对 每 
个 一- 标 > 规定 属于 MiG] 的 相应 的 集 re : 
定义 3 (TG 与 MIG] ) | 
设 M 是 ZFC 的 可 递 集 模型 ， 偏 序 集 Pe M, 且 G 是 1 
上 的 P 型 滤 子 . 规定 
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TG = {ocG|3p€ G 使 (o, p)€ 7}. (2) 
然后 规定 
af[G] = {re |7 € MIP))}. 
MIG] 叫做 由 P 型 滤 子 G 得 到 的 M 的 兼 纳 扩张 . 
-定义 毕 
P - 标的 绝对 性 决定 了 归纳 定义 出 的 re 的 绝对 性 . 由 定义 还 
i | , 
| 若 oc € Tw， 则 og € Dom(r). 
上 面 构造 了 M[G]， 它 由 rc 组 成 ,7 是 M 中 的 PP- 标 .. 眼 
下 我 们 对 M[G] 尚 不 熟悉 ， 只 知 它 的 每 个 成 员 在 .M4 中 都 有 相应 
的 标号 ， 由 标号 通过 G 构造 出 来 , 在 M 中 观察 ， 见 到 的 只 是 标号 
7; 为 了 确定 M[G] 中 与 > 对 应 的 对 象 rc， 需要 有 G 的 信息 . 
现在 我 们 关心 的 事 自然 是 : MI[G] 有 什么 性 质 ? 它 是 iM 的 真 
扩张 吗 ? 是 可 递 的 吗 ? 进一步 我 们 将 关心 它 具 有 哪些 新 性 质 . 
先 建立 一 个 关于 M[G] 的 极 小 性 命题 ， 
命题 1 设 六 是 ZFC 的 可 递 模型 ，G EN,， 是 MM C AN， 
则 MIG] CN. 
证 明 对 每 个 re M(P), 因 7, Ge N, 故 TG = (TrG)N Ee 
N. : 
证 毕 
因 G 是 滤 子 ， 故 总 有 e € G. 由 定义 3 中 (2) 知 
(0, ej Er 一 OGE€TG. 
相反 方向 的 蕴涵 式 一 般 不 成 立 ， 除非 C 是 独 元 集 {e}. 易 见 
{(o, e), (Tejjc = {06, rTG}. 
我 们 见 到 两 种 过 程 : 在 定义 2 中 由 集 z 得 到 相应 的 P- 标 天 ; 
在 定义 3 中 由 P- 标 r 得 到 相应 的 集 rc. 这 两 种 过 程 是 相反 的 , 例 
如: 
(0)s =0c=0 
(lc = {(0, e)}e = {(0)ce} = {0}=1 
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(2)c={0, e), (1, e)}e = {(0)a, (cl=ft01=? 
更 一 般 ， 有 
命题 2 (zc 一 必 ， 
证 明 对 z 归纳 . 因 工 ={(Y， eyezl， 故 
(z)a= {(y)e yez} (由 (2)) 
= {y1yez} (由 归纳 假设 ) 
二 炎 ， 
证 毕 
现在 可 以 断言 MIG] 是 M4 的 可 递 扩张 : 
命题 3 (I) vYzEeaf z € M(P). 
(H) MC MIGL. 
( 亚 ) AM[G] 是 可 递 的 . 
证 明 (T) 由 定义 2 归纳 定义 出 的 到 对 及 是 绝对 的 ， 即 
当 zEM 时 XE M, 所 以 Xe M(P). 
(0H) 由 (1 工 ) 及 命题 2 即 得 
rEM -—» TEMI(P) 
一 .zx=(z)ceEAM[G]. 
( 卫 ) 设 oco€ TG € MIG]. 由 MM 的 可 弟 柱 及 MI[G] 与 rc 
的 定义 ， 有 人 
TEM 一 Dom(r)e M — oEM = se € MIG. 
证 毕 
在 关于 M[G] 的 定义 3 中 ， 包 含 了 假设 Ps MM. 每 当 涉及 
MI[G]， 总 有 PE MM .这 一 点 以 后 不 再 一 一 说 明 . 
一 般 说 来 ， 不 一 定 有 G € iM (参见 7.1 节 命 题 3 )， 但 肯定 有 
命题 4 GeAIG]. 
证 明 记 7= {7, 7)|peP}. 因 Pe M，Yy 对 M 为 绝 
对 ,， 故 7e M, ye € MI[G] .由 (2)， 
yc=({(2iclpeGl={fplpeCl=G 
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证 华 
命题 4 指出 ， 要 使 A1[G] 是 1 的 真 扩张 ， 只 须 使 7.1 节 命 题 
3 中 的 条 件 (*) 得 到 满足 ， 因 此 G € NN[G] 一 Mt 练习 二 十 八 题 2 
指出 了 一 例 }. 

一 般 来 说 如 #4 M. 但 从 命题 4 的 证 明 中 我 们 看 到 ，G 与 
MfG] 中 的 其 他 成 员 一 样 也 在 M 中 有 自己 所 对 应 的 名 称 { 即 P - 
标 )，CG 对 应 的 王 - 标 是 7 = {(p, Pp} | p E P}，7 所 指称 的 对 象 
就 是 GG: G = ?Ga. 

命题 5 (1) rank(re) < rank(7). 
(IT) O(M[G) = O01), 即 MIG] 与 包含 相同 的 序数 
证 明 : (I) 对 归纳. 当 oo € TG 时 , vo & {oc} € (0, pe 
7. 出 归纳 假设 ， 
rank(ogo) < rank(o} < a 
rank(oo) + 1.< rank(T). 

于 是 E 
rank{7c:) = Uf{rankl (oc}+lloacE€Ero} < oe 
其 中 用 到 3.4 节 命 题 6 . 
(IJ) 已 证 MC MI[G]. 任 取 [G] 中 序数 rc € M np 
由 (I) 有 

TG = rank(TG) < rank(r)e M (注意 rank 的 绝对 性 } 
故 reei 好 non=O0M). 
证 毕 
P 型 滤 子 的 功能 来 自 它 的 特性 一 一 与 属于 M 的 筒子 集 相 
” 交 . 但 与 称 子 集 的 概念 相 比 ， 在 有 些 情形 下 “下 方 稠 ” 的 概念 更 为 重 
要 ， 并 常用 “和 下方 稠 ”代替 “ 秽 ”. 
定义 4 (五 在 ?7 下方 稠 ) 
设 pE€E P,， EC PP. 我们 说 户 在 p 下 方 稠 是 指 忆 与 p 满 足 
Vg < piare br<og). (3) 
定义 毕 
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命题 6 设 AcCP 且 AE MG 为 M 上 P 型 泪 于 . 
(1) GNA=0 -> 3gEG Yre Atrig). | 
(I) 车 pe G， 则 当 4 在 p 下 方 驳 时 GNAz#0. 
证 明 (I) 设 D= BUC， 其 中 
B= {p|3re Ap < 7)), 
C={g|vre A(rLg)}. 
尾 取 g € P， 这 时 有 两 种 可 能 : ee 
1” 车 gqg #4 了 D， 则 由 gC 知 存 在 r € 4 与 4 相 容 ， 即 有 
?EP 使 p<r( 从 而 pe B, pe D) 有 p< 
2° 若 qE 了 当然 <9， 
不 管 哪 种 情形 ， 都 存在 PE 也 使 p<q. 这 就 说 明 万 是 也 的 笛子 
集 . 因 G 是 PP 型 泪 子 Gn D0. 
现 设 GN 4 =0， 取 gE€ GND. 这 时 必 有 g# 8. 事实 上 
若 g€E 8, 即 37r€E A 使 ~<r， 则 rE€ G( 因 为 G 是 滤 子 )， 这 与 
G Nn 4 = 0 的 假设 不 符 . 于 是 必 有 gE GNC, Yr € A, rlg. 


(了 ) 设 pe ， 1 在 p 下 方 称 且 Gn4=0. 由 (I) 知 
每 个 rc A 告 有 7 上 9， 【4， 


因 G 是 滤 子 ， 故 p 与 g 相 容 即 有 seEG 使 s < p,s < 9g. 由 定 
义 4 中 的 (3) 知 存在 re 4 使 r+ < s < g. 这 与 (4) 矛盾 . 
证 毕 


命题 6 (本 ) 指出 : P 型 滤 子 与 在 自己 的 元 素 下方 称 的 子 集 相 ” 
交 . ; 


最 后 引进 一 个 后 面 要 用 到 的 符号 ， 
设 o,re' 记 . | 
<o,7T>= {({(0, e)}, e), ({(o, e), (7, e)}, e)} 
显然 < or >EV(P)， 
命题 7 < 0 T >G= (cc， TG). 
证 明 由 定义 3 中 (2)， 
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<o, 7 >G= {{(0, e)}e, {(o0, €), (7, e)}e} 
= {{06}, {oc, 76}} = (cc 7c). 
证 毕 
既然 M 是 ZFC 的 模型 ， 我 们 站 在 M 中 工作 ， 可 以 构造 出 
许多 属于 M 的 偏 序 集 . 不 同 的 偏 序 集 P 会 产生 出 不 同 的 MIG). 
我 们 想 敌 的 事 是 选用 不 同 的 PP 构造 出 不 同 的 M[G]， 强 迫 M[GI] 
满足 ZFC， 并 同时 具有 所 需要 的 性 质 . 


练习 二 十 九 

1. 设 pEP( 偏 序 集 )，C 为 M 上 己 型 滤 子 . 
{(0, p)}a 一 

2 了 2 节 合 是 2 之 闻 

TT 二 7G 一 二 
是 否 成 立 ? 
3. 设 导 为 练习 二 十 人 是 2 中 的 偏 序 集 : 
P= {pCwxXx2|p 是 函数 且 |p| < iw}. 


Wa GG 为 M 上 了 型 滤 子 ， TE ME gE 
MIG] — 


9 力 迫 法 


本 节 中 ，M 表示 ZFC 的 某 个 可 数 可 递 模型 ; P 表示 某 个 偏 
序 集 ， 且 PE M; e 表示 P 的 最 大 元 : G 表示 MM 上 的 其 个 也 型 
滤 子 ; +,，o, T 等 表示 PP - 标 . 

定义 1 (p 力 迫 多: ze) 

设 ,… ,Tn € M(P), pEP, 公式 p(xz1,…, zn) 中 
自由 变 元 至 多 是 xz1，: .. ，z*. 我 们 用 pl pln， ，m) ( 称 作 
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2 力 迫 vw) 表示 事实 : 
| YG(p E G EE plol(n ea, “TnG )). (1) 


-定义 毕 
定义 中 的 eMIclrrc，… ，rne) 是 指 将 相对 式 (P(zl， ds 
za)MIG] 中 的 z; 换 成 ric 所 得 结果 . 记号 “p|| 一 p(T，… ,Tn 六 


实际 上 是 个 公式 ， 是 由 公式 p(xz1，-.. ，zn) 出 发 建立 的 另 一 个 公 
式 耻 p(T， … ，Tn，P，<，e，M，p)， 这 是 个 复杂 的 公式 ， 它 断 
言 定义 1 中 的 事实 (1). 

例 1 设 TT1= {0o1, 5)},， Tz = {(02, 5)}，s € P. 现 问 : 
中 一刀 = 72 对 哪些 > 成 立 ? 

先 看 两 个 特殊 情形 . 

当 ps 时 ， pj- mm = 72. 事实 上 ， 对 任何 G,， 若 ps G， 则 
s&CG( 否 则 与 s 相 容 )， 于 是 me = me 成 立 ( 按 7.2 节 定 义 3 
中 (2) ,TiG = 0，rc = 0). 

当 p < 5 时 ， 

Pl-71= 7 一 中 cl = ca， 
事实 上 , 若 peE G ， 则 s € G( 因 G 是 滤 子 )， 此 时 mc = {olc}， 
T2G = {oc2G}， 于 是 : 
IG TG TT O10 = O20. 

进一步 有 如 下 充 要 条 件 ( 参 见 练习 三 十 题 1 ): 

Ppl-ni=7 ~ Vo pg <s = qo = cz). 

(2) 
命题 1 (I) 9 和 2D 时 pll-» — qll-%. 

(I) (pll- wp A pi $) 一 pl PA. 

证 明 (I) 设 g€G. 因 G 是 滤 子 ， 故 每 当 qg < p 时 ， 总 有 
PE G， 从 而 有 pMiSl(nio, .… . rnc}. 

(H) etGl A yAG 一 (p A WIMIG. 

证 毕 . 
我 们 选用 各 种 P 来 构造 M 的 各 种 兼 纳 扩张 Mf[G]、 希 望 了 
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解 M[G] 具有 什么 新 的 不 同 于 M 的 特性 . z 

站 在 M 中 ， 不 能 一 般 地 直接 判断 公式 在 M[G] 中 的 真 假 ， 但 
因 MI[G] 的 成 员 在 M 中 党 有 相应 的 已 - 标 ， 故 有 可 能 在 M 中 通 
过 对 PP - 标的 研究 来 判断 p|| 一 p(T，:…* ,Tn) 是 否 成 立 . 

?| 是 在 V 中 定义 的 与 M 有 关 的 概念 ， 它 涉及 到 所 有 MM 
上 的 P 现 滤 子 . 下 面 与 M 无 关 地 定义 plj-* p， 使 得 相对 于 M 
来 看 pl|-" w， 它 与 pl 9 是 一 回 事 . 定义 之 后 ， 我 们 将 对 这 二 者 
的 关系 进行 仔细 分 析 . gl wo 的 定义 复杂 些 ， 但 不 涉及 模型 M . 
我 们 先 写 出 定义 ， 然 后 在 作 和 解释. 

定义 2 (gl 一 p+- 力 迫 vy) 

设 P 是 偏 序 , p€ PP, Ti, ,Tn EV(P). 

(I) p||— nT1 三 T2， 指 对 所 有 {qa1, s) Er, Ea 在 p 下 方 
移 ; 且 对 所 有 (cz，s) 6E 闭 ， 五 ] 在 p 下方 稠 ， 其 中 El 与 Bs 是 
以 下 两 集 : | 
Ei={g<p|lg<s — A ten(g gta go = 0)), 
Ea={q<plg gs» 3(o, te n(g tA glo = cao) 

(I) pl| 7 € rr， 指 下 面 的 集 在 p 下 方向 : 

1913(0, sje n(g <s A ol o = 7)}. 


(I) pl pn Tn) A pn, Tn), 指 
中 | 一 phn, , Tn) pl pn, ,rn). 
{NV) pl ap(7， .+ ， Tn)， 指 不 存在 g <p 使 
9|}i—” pn, ,Tn). 
(V) 中 | 党 3z yp(z, ni,.… ,Tn)， 指 下 面 的 集 在 p 下 方 称 : 
{9 | 3c € VP plo, Ti, 1, Tn)))}. 
定 闵 毕 


定义 2 包含 了 两 个 归纳 过 程 . 整个 定义 对 公式 的 长 度 归纳 : 先 
对 原子 公式 定义 ， 然 后 分 别 对 A，- 和 3z 型 公式 定义 . 关于 原子 公 
式 71 = 7% 的 定义 受到 例 1 中 (2) 的 启发 ， 把 对 pjj-* Ti = 7 的 
判断 归结 为 对 gl|-" ci = o2 的 判断 ， 其 中 g € P, oj e Dom(n) 
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且 cy E Dom(72). p|| 7 = Ts 的 定义 按 V(P) x V(P) 上 的 关 
系 玉 进行 归纳 ， 其 中 的 六 指 : 
(ol，oo) RR (mi 7) 当 且 仪 当 o1 € Domfrm) 且 cz € Dom(7). 

民 是 良 基 关系 ， 因 为 当 (cl，cz) R (TI, 72) 时 ,rank(o1) < 
rankfTi) RR 是 似 集 关 系 ， 因 为 {(01, 92) | (01, 02) R(n, 72)} 
是 集 . 定义 2 {了 工 ) 实际 上 定义 了 函数 让: V(P)xV(P) 一 P(P)， 

F(ni, 7)= {p EP | pI n= 72)}- 

忆 的 值 给 出 了 使 pj-* 7 = 7 成 立 的 那些 p 的 集 . 对 给 定 的 P - 标 
与 72, 值 EF(7, 72) 是 由 下 对 (4, 72) 之 前 的 那些 (og1，o02】) 
”的 取 值 确定 的 . 由 民 及 其 他 所 涉及 对 象 的 绝对 性 得 天 的 绝对 性 ， 
- 即 : pl 7 = 72 对 M 是 绝对 的 . 

整个 定义 2 是 由 性 一 公式 P{T1, we Z2) 出 发 来 定义 另 一 公 
式 久 (mm P < D) “| 一 了 对 于 原子 公式 具有 绝对 性 ， 
但 对 一 般 公 式 却 不 一 定 ， 问 题 在 定义 2 (V) 中 的 3o E V(P). 

命题 2 以 下 三 者 等 价 : 

(I) 2 一 ¢(ni, 7)， 

(HI) Yr<prl 一 wm， , 1)), 

(ED (tr|rl wm ，7m)} 在 ?2 下方 稠 . 

证 明 (II) 一 { 亚 ) 是 显然 的 . 先 证 结论 : 

车 {7 | DD 在 7 下方 稠 } 在 p 下 方 筒 ， 则 DD 在 p 下 方 稠 . (3) 
事实 上 ， 任 取 g < p， 则 由 (3) 的 假设 知 存 在 r+ <g 使 DD 在 + 下 
方 稠 . 由 DD 在 7 方 稠 知 存在 sc D，s < r+， 进而 s < 9. s 的 在 
在 说 明 DD 在 yp 下 方向 ， | 

以 下 的 证 明 对 公式 ”的 长 度 归 纳 . 对 原子 公式 = 了 与 
Tn1 € Tw， 三 者 是 等 价 的 : { 工 ) 一 (下 )， 是 已 于 当 < p 时 ， 任 何 
集 若 在 p 下 方 稠 ， 则 当然 在 7 下 方 稠 ; ( 亚 ] 一 ( 工 ) 来 自 结论 (3). 

对 形 为 入 几 的 公式 用 妇 纳 假设 即 可 得 出 结论 . 

对 浇 为 mp 的 公式 ，{(T) 一 (II) 是 平凡 情形 . 为 证 (三) 一 
(IT), 设 {+ ,7||~” ne 在 p 下 方 稠 ， 反 证 pi-* wp 成 立 . 假如 
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有 gq <p 使 i- 2， 由 因 fr | 7 一 wp} 在 p 下 方 筒 ， 故 存在 
“< g,， ?| 9， 于 是 了 | 一 9 不 成 立 . dl 一 成 立 而 |” yp 
不 成 立 ， 与 (I) 一 (了) 矛盾 (由 归纳 假设 ， (IT) 一 (HI) (了 ) 
对 ”成立 ). 

最 后 讨论 形 为 3zP 的 公式 . 

(I) 一 (II) 任 取 ?< p， 要 证 7 3zp(x, 7 
因 pli 3zP, 故 {9 |30€V(P)(gl ec ni,…，7Tn)))} 在 
p 下 方 稠 ， 从 而 在 > 下 方 稠 , 

( 亚 ) 一 (I) 来自 结论 (3) . 


证 毕 
直面 的 定理 是 本 节 的 主要 结论 . 
定理 1 。 设 1,… ,mE M(P), 则 
EG pny TN oo pMSlneG, -. , mo). 


证 明 情形 一 为 nn = 72. | 
(2) 设 peG 且 pli~" = Ts( 等 价 于 (pl =n)M)，. 
* 证 miG = 72G- 
任 取 cic c TiG， 则 有 某 个 s€E G 和 使 (m1, sjen. 因 G 是 
. 子 ， 改 仔 在 rE G, 7 < p， 且 7 < s. 由 命题 2 知 rl nn = 72, 
而 中 定义 2 (了 工 ) 知 下 面 的 集 已 在 > 下 方 稠 : 
~ gSrlgss — 30,t)en(g <t h gl oo=c)) 
72 革命 题 6 (I) 知 GNE 关 0， 于 是 存在 gEG 且 ge 已 
gc 味 着 g 之 7， 进而 g < s( 因 "< s)， 且 存在 (0s, t) En 
gt/ gq ol = oa. 由 归纳 假设 得 mc = ce， 于 是 
和 GG“ TG( 注 意 gE G 和 A gqg<t 一 1€ G). 这 就 证 明了 
TI1IG ToG. 同 理 可 证 mc C 6. 
i 人 了 Tc 二 T2G， 要 证 dp€EGpI n= ns. 
令 ! “= 具有 以 下 性 质 之 一 的 + e P 的 全 体 : 
佳 夺 站， 审 F 半 三 南 
性 质 2 ato sjEn(r<sA Yoz t) €E Ts Vg € P((q < 
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tA qi oi1= 0) 一 9L7)) 
性 质 3 4(02, tj En(r StA Ya s)En vaqge Pllg < 
s A go = 0) 一 gir)). 

当 r € G 时 , 7 不 会 具有 性 质 2 或 3 . 理由 是 , 着"rEGQ 且 
7 具有 性 质 2 ， 则 存在 (oi, s)j cryr<xs seEC 故 xcf 
mic = T2G- 这 时 存在 (02, 让 E72， 使 :EG 且 ov6G = oi6: 
由 归纳 假设 有 meC 使 和 ”cs = oz2. 在 滤 子 C 中 取出 
g < ggd<t 这 时 有 3” ol = 02 ( 见 命题 2 )， 现 由 性 质 2 得 
9147, 但 9, 7E G， 了 矛盾. 同样 7 不 会 具有 性 质 3 . 

因 DD 的 定义 所 涉及 的 对 象 都 对 M 具有 绝对 性 ， 所 以 D € M. 

候 如 证 明了 DD 是 移 的 ， 则 有 DNG 关 0， 这 时 便 存在 peEG 且 p 
”只 能 具有 性 质 1 ， 即 pl| 一 4 = 2. 因此 只 用 证 D 是 移 的 就 可 以 
了 . , 

尾 取 p E P. 假设 pll-" 7 = 72 不 成 立 (否则 当然 pE DD ). 这 
时 由 定义 2 (IT) ， 不 妨 设 存在 某 个 (cl，s) E 4， 使 
Ea={a<plgss ~ do, teEn(g st a qo = 02)} 
不 在 p 下 方 稠 ， 即 存在 7 < p 使 任何 4 Sr 都 有 g 4 P， Ea 

Yao<r(g<s A Yos, 1t)€ 
cm(n(qg<t 和 9 os = o2))). (4) 
取 g 为 r ,rr < s. 这 时 可 以 验证 > 具有 性 质 2 ， 于 是 "ED, 从 
而 证 明了 D 是 稠 的 . 

为 了 验证 > 具有 性 质 2 .只 要 验证 对 任意 (gos, t) E To 及 
gE PP 当 g < t+t 且 gj|-* ol = oa 时 ，gJi7 便 可 ,( 反 证 ) 假 设 
4 与 r 有 公共 延伸 go，g%<g<stbi<rx<xs 由 命题 2， 
dl” cl = o2，go 的 存在 与 (4) 矛盾 , 至 此 完成 了 对 情形 一 的 证 
明 . 

情形 二 yp 六 E77. 

(一 ) 设 pEG al 一 mem， 则 

D= {gl3(o, scsrtessAglc=T)) 
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在 p 下 方 称 . 由 7.2 节 命 题 6 (HI) 知 GNDz 关 0. 取 gEGND， 
故 存在 (o, s) Em，4<s 且 人 一 =- 由 9EC 及 <s 
得 scEG(G 是 滤 子 )， 由 情形 一 得 rcc = nc, 但 v6 eme， 
故 mc € mc. 

(一 ) 设 me € mc， 则 存在 s € GG 使 (o, s)j Enm 且 
cc = 7T1G. 由 情形 一 知 存 在 rE CC 使 了 | oo= ni. 取 r,s 的 公 
共 延 伸 p € G. 于 是 由 命题 2 得 Vg < pe<s Ad 一 co = 六 ). 
这 是 比 p||” nn € To 更 强 的 条 件 (此 时 {9 | 3(o, s) € me < 
s 人 人 一 o = 刻 )} 当然 在 p 下 方 稠 ) 人 
证 明 . 

以 下 证 明 中 ， 对 于 可 能 含有 量词 的 公式 ,“ 1”2? 并 不 一 定 是 . 
绝对 的 ， 所 以 要 考察 对 JM 的 相对 式 . 以 定义 2 (TY) 为 例 ， 


(| 一 -6) © -3g<pfdl p)™ 
< Yq <p ag 2 


情形 三 ” 设 公式 形 为 ~-w， 
(一 ) 设 peEG 且 (pl -yp) ， 要 证 -PXIS( 反 证 ) 假 设 
2MIGI， 则 由 妇 纳 假设 ，3y E.G 使 (gj 一 gg). 取 p, g 的 公共 延 
人 7 € G， 则 由 命题 2 得 (r||-" y}M， 这 与 (pj 一 =-e)x 耶 盾 . 

(一 ) 假设 (-PjwIGL， 要 证 3pe Gal-* og) 

令 D= {peEPl(p yp) Y (| ~e)M], 因 内 涵 公 
理 在 M 中 成 立 ， 故 D € M. D 是 稠 的 . 如 万 不 笛 ， 则 对 某 
个 pE P, Vg < p, g 4 D. 由 DD 的 定义 有 -gl e)x 且 
-gl -yp)”. 由 前 者 及 定义 2 (TY) 知 (pj =p) 妆 ， 这 与 后 者 
矛盾 (注意 命题 2 ). : 加 

既然 D 是 稠 的 ， 那 么 存在 pe DNG. 这 时 或 者 (pl -pj 
或 者 (| 一 p)Y, 但 后 者 不 可 能 ， 否则 得 出 pM 而 与 原 假设 巴 
盾 ， 至 些 完成 了 对 情形 三 的 证 明 . ， 

情形 四 ” 设 公式 形 为 p A vy.. 
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(=) 设 peG 且 (pl pA BY, 则 (pl pp) A 
(pl* 并. 由 归纳 假设 得 pI, yp 可， 进而 得 (P A WMAIG]. 
(一 ) 设 (p 人 办 )MI9. 对 yp 和 ,存在 p, g EG， 
(pl op)™, (ql 区 
取 p 与 9 的 公共 延伸 rrE G， 则 有 
pr Vw 
情形 五 ” 设 公式 形 为 3z w(z, 1，… ,Tn), 简写 为 3zp(5z). 
(一) 设 pEG 且 (zh 3zp(z))M， 由 定义 2 (V) 知 集 
~ {glace M(P}g glo)¥}eM) 
在 p 下 方 稠 . 由 7.2 节 命 题 6 ( 开 ) 知 可 取 某 个 ge G 及 oa € M(P) 
使 
(gl yp(o))™. 
由 归纳 假设 得 pMIG1(oc) ,于 是 有 
3z € MI[G}p(z) MIG, pzp(r MS. 
(二 ) 设 3ze MG](e(z))MIGI， 这 时 有 某 个 ce M(P) 使 
ecl(cc). 由 归纳 假设 ， 存 在 pe G，(p||-* gp(o))M. 于 是 
vg < p (ql p(o))™). 
这 时 定义 2(V) 中 “下方 稠 ” 条 件 自然 满足 ， 所 以 (p||-* 3zefz)) 人 
成 立 . 


证 毕 
有 了 定理 1 ， 立 即 可 建立 下 面 的 重要 结论 . 
定理 2 这 站, 7 E M(P)， 则 
(1) pll- wri Tr) © (pl pln, ,Tn))™. 
(1) pMISl(ne,.., me) © pe Gp pn, ,mm 


证 明 (I) (一 ) 为 证 pj- w， 按 定义 ， 要 证 当 p € G 时 ， 
有 pI(niG,，… ，rnG). 为 此 ， 用 定理 1 即 可 . 


(一 ) 设 串 -wm ,Tn)- 为 证 (pl pm TM， 
由 命题 2 ， 只 用 证 集 
{r Tri em ，Tn)) 世 } 
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在 pp 下 方 稠 . 假如 该 集 不 在 p 下 方 移 ， 则 有 
3g < pl-Ar < gr pn, , Tn) ). 
由 定义 2 (WN) 知 (el nelmn ， Tm)) 当 . 由 此 及 (I) (一 } 得 
qj 一 -p(T1 ,7n). 这 时 对 g 用 7.1 节 命 题 1, 可 取 M 上 已 型 
滤 子 G 使 gq€ G. 由 |- 的 定义 可 得 (=p(71G6, … ，rnc))MIG)， 
但 因 p > g， 故 PE G， 从 而 又 有 (P(ric, .… ，rnc))MIG， 予 
盾 . 
(II) (一 ) 直接 用 | 上 的 定义 便 可 . 
(一 ) exMIe(rmec， “TnG) 
一 3p EG(pI p(n ro (定理 1 ) 
一 3pEG(pF y(n ,Tm)) {由 (I)) 


“证 此 
推论 1 设 o ni -…, Tn € M(P), 则 
(I) {peEPlpl-pn, ,Tn) VV pl -apni , Tn)} 
是 PP 的 筒子 集 ， 
(HI) 中 ”em mm) 一 3 和 区 人 -en , Tn)), 
《 亚 ) pl|~ 3zwe(z， nT) {yg <p|3co€ 
MI(P)(ql|l~ we2(c， KW Tn ))} 在 了 下 方 再 ， 
(TY) 车 pli~-3z(z Eo A Pr nn, … ，m)， 则 
Ar € Dom(o) 3g < 2(9i| P(N, TI **'"， Tn ))- 


证 明 (IT) 在 定理 1 证 明 的 情形 三 (一) 中 已 证 集 
D= {p| (pl op) vv (pl -=p)M} 
是 称 的 . 再 用 定理 2 (了) 便 可 . 
(1) pi-p 于 pl -pj (定理 2(1)) 
~ (2-4g < pl9||-" 2)) (定义 2 (IV) ) 
= -~3g<pgql-y. 
(H) pll~3zp(z) 一 (pl 3rp(z)) 
~ {9| 30 € VCP)(gll yp(0)))}™ 在 p 下 方 笛 
“(定义 2 (V) ) 


163 


~ {9 <p|l3c€ M(P)(q||- ec))) 在 p 下 方向 


(定理 2 ( 了) ) 
(JY) 由 7.1 节 命 题 1 知 可 取 MM 上 P 型 滤 子 6G 使 pE G. 
由 | 的 定义 ， 存 在 rc E cc 且 pM (ne, TG "*'， rnG). 于 
是 TEDom(c)， 且 存在 7 E G, "7j|- p(T, 1; …， Tn) (定理 2 
{I) ). 再 取 与 7 的 公共 延伸 4 € G， 便 得 
9 <p all yn, 1，""'， Tn). 


证 毕 
”在 是 ZFC 的 可 递 模型 的 假定 之 下 ， 现 在 可 以 证 明 ， 用 MM 
上 的 P 型 滤 子 得 到 的 扩张 M[G] 也 是 ZFC 的 模型 ， | 
定理 3 . MI[G] 是 ZFC 的 模型 . 
证 明 .1” 外 延 公理 在 M[G] 中 为 真 ， 因 为 M[G] A 
7.2 节 命题 3 (五 ) ， 还 要 用 2 ). 
2” 基础 公理 在 M[G] 中 为 真 ， 见 5.4 节 命 题 3. 
3。 无 序 对 公理 的 验证 : 
任 取 cc, rc € MG 因 o, re M(P), 故 {(0, e), (7, 6)} € 
”MI(P). 于 是 有 {fac, rc} = {(o, ej (7, e)}e € MIG]. 
4°” 并 集 公理 的 验证 : 
任 取 re € MI[G]. 因 7 € MP)， 令 fr = UDom(7)， 则 
7 € M(P) (注意 Vy Dom 对 M 的 绝对 性 )， 于 是 rc € MI[G]. 
再 任 取 cc 6 TG. 因 g € Dom(7), 故 有 a C T 和 cc C rc. 这 就 
证 明了 并 集 公理 在 M{G] 中 为 真 : 
yz € MIG] 3y € MI{G] Vz € z(z C anMI9， 
(Vr 3y Vs Vilt Ez AzEr —» tey))MIA 
5” 内 涵 公 理 的 验证 : 


对 任意 公式 p(xY，s， ,2n) 和 GG, TiG, … ，TnGE 
MG 作 
p = {(r， ee (EA 


p(T on nm : (5) 
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因 c，ri，… ,Tn & MIP)， 并 考虑 定理 2 (I) (( 串 F …) 一 
(pl-”…)M) ， 便 知 PE M(P). 下 证 pc = y， 这 里 的 y 是 
y 一 过 放 IG | pMISI(z, GG TG, …， TG)}. 


任 取 Tc E pc， 则 存在 p € G,， (x, Dp) € p. 根据 p 的 定义 ， 有 


中 | 一 下 < oA p(T, OT, TI "*"， Tn ). 。 (6) 
根据 ||- 的 定义 又 知 | 
To 本 UG 且 wiMISl ne, Ug, TI1G, 站 TnG)， (7) 


于 是 rc € y. 这 说 明 pc C y. 再 设 rc € y， 即 (7) 成 立 . 由 
定理 2 ( 工 ) 知 存 在 peE G 使 (6) 成 立 . 于 是 由 p 的 定义 (5) 知 
(x, Pp) E pp ,进而 rce pc. 至 此 我 们 有 y = pc， 从 而 证 明了 内 
涵 公 理 在 M[G] 中 为 真 : 
(Vszi 2n YYI(TEY OO TESA 
| A Pr, s, 31 7 Zn). 

6” 替换 公理 的 验证 : 

要 验证 的 是 (Yztl tafyrz E z jyp 一 3tyz € zy € 
tp))wIG ， 其 中 yp 是 任意 公式 wp(z，y，z， i，:… 机) 设 


0G, TI1G，-… ，TnG € MIG]， 且 假设 
Vz € o63ly € M[G] p™ d(x, y, oo, TiG, + , TnG), (8) 
要 证 明 存在 pc &€ M[G]， 满 足 . 

Vz € oG3y € pe pol(r, y, oe, Tigy *… , TnG), (9) 


为 此 ， 在 M 内 应 用 反 身 定理 (6.3 节 推 论 1 ， 应 用 时 要 把 结论 取 为 
对 M 的 相对 式 )， 可 选择 充分 大 的 as af ， 使 公式 
3r €E M(r €E M{P} A (一 lx, ro Tn, + rr)ad ) 

对 (yemn 邓 ， 对 ) 为 绝对 . 再 由 6.3 节 命 题 1 得 

Ir € M(r € M(P} A (|- vp)™) | 

一 3rEvenMreMP) A {pl wp)*), (10) 

其 中 ww 是 w(r，r，c，r,，… , Tn) 的 简写 . 注意 rank(z) 的 绝对 
性 ， 有 

VaNnMM={z EM|rankiz) < a) (由 3.4 节 命题 2) 
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= vM E AM， 
记 包 = vMNnM(PKM(E M) ， 由 定理 2(I) 及 (10) 可 得 
37 € M{P)(pt- ¥) 一 3r € rp ¥). (11) 
令 p= x {e}(E M(P)). 下 证 pc 满足 条 件 (9). 
任 取 rc € cc， 由 假定 (8) 知 存在 rc € M[G], 7 E M(P), 


使 
pS (reG, TG,; TG, TIG, '*"， TnG). 
用 一 次 定理 2 (I) ， 得 
‘DE C， 2 p(7, TO Tl, '"'，, Tn). 
由 (11) 得 
37 6 外人 六 CT， T, 0, Ti, +, Tn)). (12) 
于 是 存在 rc € pc 使 pMISI(rG, rc, oG, niG，… ,TnG) 成 立 


(又 对 (12) 用 一 次 定理 2 ( 工 )). 
至 此 证 明了 (9) ， 完成 了 对 惹 换 公 理 的 验证 . 
7” 材 集 公理 的 验证 : 
要 证 (Yz3yvz(zCz 一 z €y))MIG. 
任 取 cc E M[G]. 作 
u= {TE M(P)|Dom(7) C Dom(o)} 
~ ={réeM|rc(Dom(o) x PY) 
= (P(Dom(o) x P)™ : 
令 p= 人 tx {e}(e 大 (PP))， 青 任 取 rc C cc， 只 要 证 rc € pe 
便 可 . 令 
7={ p) 1p€ Dom(o) A pll-p € 7)}, 
7 满足 Dom(r) C Domtc)， 故 Et (7r, e) ep TG E€ peo. 为 
证 rG Epc， 现 证 XG 二 7G 如 下 . . 
当 pc Erc 时 ; 因 rG Coo, 故 jG EoG, jE Domt{o). 
由 定理 2 (I) 知 存在 pE G 使 pl|-j€ 7. 于 是 (4, p)€ 7, pc 
TOG. 
当 ja Ex7e 时 ， 存在 p E G，(y, p) E +r， 从 而 pi- EE T. 
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再 由 定理 2 (了 得 jo e rc: 
至 此 得 rc = rs， 从 而 证 明了 iG C ac 一 Te € pe 完成 
了 对 着 集 公理 的 验证 . 

89% 无 限 公理 的 验证 : 

以 上 已 证 M[G] 是 ZF- 无 限 公理 的 模型 ， 所 以 0 与 后 继 画 
数 对 M[G] 是 绝对 的 . 因 m ee M, 共 w(= (w)a) E MIGj， 且 有 

- (QEw A VYyEwly Ew)MIG, 
这 就 证 明了 无 限 公 理 在 M[G] 中 为 真 : 
3zEMfGl(0Oez A Yy€z(y € 2x)). 

9° 选择 公理 的 验证 : 

任 取 xc € MG 因 Dom(o) € M 且 选 择 公理 在 Mf 中 成 立 ， 
我 们 可 使 Dom(o) 建立 良 序 ， 并 设 '> 的 序 型 为 a. 于 是 a€EM, 
县 把 Dom(o) 中 的 P - 标 用 序数 编 . -号 ， 写 成 

Dom(o) = {rs | 8 < oj (注意 序 型 的 绝对 性 ). 
这 时 ov6 C {rec18<aj. 8<ald < 有 8, re >E M (符号 见 
7.2 节 命 题 7 前 的 规定 ). 记 
r={< hf, we > |B<a}x{e} (eM(P)) 
由 7.2 节 命 题 7 及 (8)e = 6 可 得 

re={< pb, rg>6 |B<a}={(8, rpe) 1h < oh 
TG 是 以 a 为 定义 起 的 耳 数 ， 且 cc C Ran(TG). 至 此 ， 根 据 4.4 
节 定理 5 便 知 选择 公理 在 M[G] 中 不 ' 立 . 

证 毕 

我 们 可 利用 MI[G] 所 具有 的 一 些 新 性 质 来 建立 各 种 相对 无 矛 
” 盾 性 结果 . 其 中 较为 简单 的 例子 见 练 9 三 十 题 2 . 


练习 三 十 


1. 设 n 一 {(o1, s)}, 72 一 {(02, s)}, se r. 试 证 ; 
?n=r mVYg<p<s 一 4F-o=oc) 
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2， 坛 证 明 : 车 ZFC 无 闻 盾 ， 则 ZFC + (VY 关 工 ) 也 无 诈 盾 ， 


以 不 交 族 及 可 数 反 链条 件 


本 节 为 证 明 CF[ E 的 相对 独立 性 再 作 些 准备 工作 ， 

命题 1 .车 集 族 .4 由 不 可 数 个 基数 为 n 的 有 限 集 构成 ， 则 
A 存在 不 可 数 的 子 族 8 ， 它 具有 性 质 : a 

NB#0 或 8 中 集 咏 下 相交 

证 明 RE 四 
的 任 一 不 可 数 子 族 B 都 使 PB =0 人 
在 所 有 .4 的 “成 员 互 不 相交 ? 子 族 中 ， 取出 某 个 极 大 “成 员 互 不 相 
交 ” 子 族 作为 8* (这 里 用 了 Zorn 引 理 ). 任 取 B € 8*，B 中 只 有 
n 全 元素. 如果 .A 中 有 不 可 数 个 集 与 B 相交 ， 那 么 B 的 nn 个 元 
素 中 至 少 有 一 个 元 素 是 .A 的 某 个 不 可 数 子 族 中 所 有 集 的 公共 元 素 ， 
与 假定 (1 ) 地 盾 . 由 此 得 出 结论 ， A 中 至 多 有 可 数 个 集 与 B8 相交. 
但 因 B83” 是 极 大 的 ， 故 任 一 A € A 都 和 8” 的 某 个 成 员 相交 又 因 
A 是 不 可 数 的 ， 所 以 B* 也 只 能 是 不 可 数 的 . 


”定义 1 .，( 拟 不 交 族 ) 
集 族 4 叫做 拟 不 交 族 ， 如 果 .A 具有 性 质 : 存在 集 r+， 对 任何 
,bE A, a aNnb=r.r 吕 央 私信 关联 A 的 根 . 
-定义 毕 


定理 1 车 集 族 A 由 不 可 数 个 有 限 集 构成 ， 则 存在 A 的 
不 可 数 个 成 员 形成 4 的 拟 不 交 于 族 . 


证 明 不 妨 设 .4 中 成 员 ( 有 限 集 ) 的 基数 都 是 2. 事实 上 ， 设 
4 = UnewAn， 其 中 A， 的 成 员 的 基数 为 n ， 那 么 必 有 某 个 .4， 
是 不 可 数 的 ， 用 它 代替 .4 便 可 . 


对 ”归纳 证 明 不 可 数 的 拟 不 交 于 族 的 存在 性 
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有 一 1 时， 到 如 = .4 便 可 ， 此 时 其 根 为 0 . 

n > 1 时 ， 根 据 命 题 1 ， 可 取 -4 的 不 可 数 子 族 8* 使 MB* 关 0 
或 B* 中 集 互 不 相交 . 若 B* 中 集 互 不 相交 ， 则 即 为 所 求 ， 其 根 为 
6. 若 m8* 关 0， 则 取出 B87 中 所 有 集 的 一 个 公共 元 素 妆 ， 取 出 有 
后 对 剩 下 的 基数 为 n 一 1 的 集 的 族 用 归纳 假设 ， 找 出 不 可 数 个 成 员 
形成 一 拟 不 交 子 族 ， 然 后 在 根 中 加 入 轴 ， 这 样 便 得 到 B* 的 (也 是 
A 的) 不 可 数 的 所 不 交 子 族 . 

证 毕 

下 面 转 人 讨论 另 一 个 重要 概念 一 一 可 数 反 链条 件 以 及 它 与 力 
人 迫 法 的 关系 . 在 7.1 节 中 定义 过 ， 若 偏 序 集 P 中 的 所 有 反 链 都 是 
可 数 集 ， 则 说 P 具有 可 数 反 链 条 件 ， afC P) 是 P 的 反 链 ， 指 a 
中 任意 二 元 素 崩 不 相 容 ， 即 在 P 中 缘 没 有 公共 延伸 . 

如 前 , 设 M 是 ZFC 的 可 数 可 递 模型 ， PE M ,，G 是 M 上 
P 型 滤 子 . 

命题 2 。 设 4, 4 e M 且 (P 有 可 数 反 链条 件 )M. 对 于 
MI[G] 中 的 任 一 映射 / : a 一 b ， 一 定 存在 M 中 的 映射 
五 a 一 + PP(5) 满足 

Vz Ea( f(z) E F(z)) HVYz €E allF(2)| < w)™. 
证 明 因 f ee MIQ], 可 设 f=7rc,TrE MI{P). 已 知 
(re 是 (#6 到 ( 6 )a 的 函数 )MIGl， 

故 由 7.3 节 定 理 2 (了 ) 知 存在 pe G 使 


中 =-r 是 去 到 也 的 函数 . (2) 
对 任意 z E a， 令 | 
F(z)= {y €b|3g < ploll-7(z) = y)}. (3) 


由 7.3 节 定 理 2 (IT) 有 
qr(2)= y ~ (gr(z) = ¥)™, 
故 F(z) 是 在 M 内 定义 的 ， 从 而 六 EM. 
任 取 z Ea, 记 y= f(z), WI ye = re(zG). 再 用 7.3 节 定 
理 2(I) 得 3recCrF-r(z)= (7). 
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因 p, re G， 故 可 在 G 中 取 p 与 "的 公共 延伸 g(E G) 满足 


gq <p 且 qi-r(z) = y. (用 到 7.3 节 命题 1 (了)) (4) 
于 是 由 (3) 得 y = f(z) € F(z)( 注 意 f(z)€ 5). 下 证 
(IF(z)| < w)™” 


作 函 数 g: F(z) 一 P， 作法 是 对 任意 y € F(z)， 按 
F(z) 的 定义 式 (3) 取 满 足 (4) 的 某 个 g 作为 9(y). 于 是 
(JSp 且 gj-r(z) = (人 (5) 
{9 的 定义 中 在 选取 y 时 要 用 选择 公理 ) g 的 定义 是 在 M 内 部 进行 
的 ， 所 涉及 元 素 丝 在 M 中 ， 故 9 E M. 
我 们 断言 {g(y) [| y € F(z)} 是 已 中 的 反 链 ， 即 对 任意 
y, EF(zZ)， 当 加 关 Y 时 ，9( 四 19(1). 若非 如 此 ， 则 g(y) 与 
9(Y1) 有 公共 延伸 pl < g( 加，9(%)， 这 时 由 7.1 节 命 题 1 知 存在 
M 上 P 型 滤 子 Gi 使 pi € Gl， 同时 有 
9(), 9(1), PE G1. ( 滤 子 性 质 ) (6) 
在 M[G1] 中 用 7.3 节 定理 2 (I 了)( 注 意 (2)), 知 rc, 是 a 到 5 的 
函数 . 又 由 (5) 知 gj)iFr(z) = 9 及 g( 轨 ) 咱 T(z#) = y1， 进 而 
由 (6) 对 G1 应 用 7.3 节 定 理 2 {五 ) 得 To (2) = 2 Ta (2) = Hh, 
这 不 可 能 . 
已 知 在 M 中 已 具有 可 数 反 链 条 件 ， 故 (|{g(y) ] y 6E F(x)} 
< w)M， 进 而 (|F(z)| < wi. 
证 毕 
定义 2 ( 保持 共 尾 数 ) 
P(E M ) 保持 共 尾 数 ， 指 每 当 G 是 M 上 P 型 姜 了 且 Y(E M) 
是 极限 序数 时 ， 便 有 cfty)M = cffy)MIG). 
定义 毕 
命题 3 车 每 当 € MM 是 正则 不 可 数 基数 时 便 有 
(< 是 正则 的 ) MGl， 
则 P 保持 共 尾 数 
证 明 设 7 是 M 的 极限 序数 . 在 M 中 , 令 (k= f(y) 并 
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设 1e 3 是 从 < 到 ”的 严格 增 的 无 界 喘 射 (4.8 节 命 题 1). 在 和 
中 ，A 是 正则 的 (4.8 节 命 题 4 )， 故 当 上 > w 时 ,(s 是 正则 的 ]WIO] 
成 立 (& = w 时 用 到 w 的 绝对 性 ，« > ww 时 用 到 命题 的 已 知 条 性). 
再 由 4.8 节 命 题 2 得 
(x = cf(x) = cf(Y))MIG, 进而 cll7)M = f(y) MG 
证 毕 

定理 2 设 忆 在 MM 中 有 可 数 反 链条 件 ， 那 么 

(I) PP 保持 共 尾 数 

(T) 忆 保 持 基数 : Va e M((a 是 基数 )w .， (oa 是 基数 MIG1. 

证 明 {(T) 假如 P 不 保持 共 尾 数 ， 那 么 由 命题 3 知 存在 
KE MAp > w，(k 是 正则 的 )*f 但 («不 是 正则 的 )MIS, 于 是 存在 
a<Ax 在 好 [G 中 洗 与 A 共 尾 ， 即 存在 从 a 到 点 的 无 界 映射 
六 E MIG]. 这 时 可 用 命题 2 得 太 : a 一 P(rx), PE 好， 满足 

vr Ea(lflx)e P(x), vr EaflFzil < w). 
邻 s5 = Urcaf(X)， 则 s EE MM， 县 因 f[aq] Cs, 故 s 是 x 的 无 . 
界 子 集 . 这 时 s 或 |s| 当然 与 共 尾 . 上 在 好 中 的 正则 性 要 求 
二 Cf(R); 而 cf(%) 的 最 小 性 要 求 六 < el 但 由 s 的 定义 及 4.6 
节 命 题 3 知 |sj < |a| < A， 了 矛盾 . 

(TI) 若 a e iM 是 MG] 的 基数 ， 则 aa 自动 是 M 的 基数 ; 
因为 MM 中 的 从 比 a 小 的 任 一 序数 到 a 的 双 射 也 是 M[G] 中 的 双 
射 ， 而 这 种 双 射 在 MIG] 中 因 a 是 MGC] 中 的 基数 而 不 存在 . 

注意 ww 的 绝对 性 ， 现 只 须 证 明 

Ya e M((a > ww 人 (a 是 基数 )Y) 一 (a 是 基数 )Mi9]). 
首先 ， 若 a 是 好 的 后 继 基 数 从 而 在 M 中 是 正则 的 (4.8 节 命题 
8 )， 则 由 (了 工 ) 知 cffa)Yilcl = ss = Qa, 故 a 也 是 MIG] 的 
正则 基数 (4.8 节 命 题 5 ) 剩 下 的 情 fa>aw 是 MA 的 极限 基 
数 、 则 在 好 中 有 

CC 二 ny 二 LU3c<nCc (7Y 是 极 限 序数 } 
这 说 明 MM 的 正则 基数 在 a 中 无 界 : V6 € a, 38 < 7 使 6 < WG 
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及 .十 面 已 证 这 些 正 则 基数 在 M[G] 中 仍 是 正则 基数 . 于 是 对 
任意 5 < a， 存 在 基数 kk C a 使 < &. 这 时 在 MIG] 中 不 会 有 - 
1 局 Q( 和 否则 导致 5 汪 K)， 所 以 ae 是 MIG] 中 的 基数 . 

证 毕 


7 .5 连续 统 假设 相对 于 乙 F C 的 独立 性 


为 证 CH 相对 于 ZFC 的 独立 性 ， 我 们 要 用 力 迫 法 来 构造 
ZFC + ”CH 的 模型 ， 

设 M 是 ZFC 的 可 数 可 递 模型 , 我 们 需要 选用 一 种 特殊 的 偏 
序 集 . 

定义 1 (有 限 偏 函 数 偏 序 集 Fn) 

任 取 zx, y € M. 从 z 到 y 的 有 限 伪 函 数 的 全 体 记 作 Fn(x, y): 

Fn(z， 切 = 三 也 上 pl < Ap 是 函数 APDonDCzA 
ARan(p) C 2 | 
在 Fn(x, y) 中 规定 偏 序 为 : p <g 一 pg. 
定义 毕 

当 zz ==w, y= 2 时 的 特例 Fn(w, 2) 见 练习 二 十 八 是 2， 

空 函 数 0 是 Fn(z, y) 中 的 最 大 元 : e = 0. 

因 Fn 是 用 绝对 的 概念 定义 的 ， 故 当 z，y E M 时 ， 

Fn(z, 切 = (Fn(z, YW))* € M. 

命题 1 设 >，yE MM， zx 是 无 限 集 , y 了 0,，G 是 M 上 
的 Fn(z, y) 型 小 子 ， 则 UG 是 > 到 y 的 满 射 . 

证 明 首先 因 C 是 滤 子 ，G 中 成 员 两 两 相 容 ， 故 UG 是 函 
数 . 对 每 个 ie z， 作 

Di= {p€éFn(zx, y)|ie Dom(p)}. 

因 y 关 0 ， 故 每 个 Di 都 是 稠 的 . 事实 上 ， 每 个 函数 py EFn(z, y) 
都 可 把 定义 域 扩 大 为 包含 i 而 延伸 到 D; 中 . 由 Di 的 绝对 性 ， 当 
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rz,yEM 时 D; = DME 用. 所 以 对 于 M 上 的 Fnfz，?y) 型 滤 
子 G,， GNDi 关 0. 这 说 明 Dom(UG) = 2. 
当 xz 是 无限 集 时 , 对 每 个 i Ey, {p € Fn(z, y)|ie Ran(p)} 
是 向 的 . 类 似 的 讨论 得 Ran(UG) = y. 
证 上 毕 
我 们 要 选择 特殊 的 z 和 ! ， 希 贺 产 生出 CH 在 其 中 为 假 的 模 
型 . 
定理 1 设 xEM 且 G 是 他 上 Fn(rx x w，2) 型 重子 ， 
别 
(2 2 ng, 
证 明 出 命题 1，UG 是 «& x w 到 2 的 满 射 ,由 Ge MI[G] 
知 UG € MIG] . 考察 函数 列 六 :了 一 2,a € kc, 其 中 f 是 用 
UG 规定 的 : 
faln) = (UG)(a, n), 
再 由 这 些 f。 用 g(a) = fs 来 定义 映射 9 : :一 “2. 由 所 涉及 概 
念 的 绝对 性 ，g E MI[G]. 现 证 g 是 单 射 . 设 a 关 3， 并 记 
Dap = {p EFn(k XxXw, 2)| dnew((o, n)€ Dom(p) A 
A(B, n)€ Dom(p) A pa n)} ¥ p(B, 1))}. 
因 任 一 p € Fn(r x w，2) 可 被 扩大 定义 域 而 延伸 到 Pas 中 ， 
故 D.5 是 称 的 且 Ds,s € MM. 于 是 GN 站 ap 关 0， 即 对 任意 
ca, BE Kk， 存在 p & G，、 且 存在 neEw 使 pla, n) 关 p(B, n), 而 
fo(n) = p(@,n)，fa(n) = p(B,n)， 这 导致 fs## fa. 9 的 单 射 性 
说 明 (jx| < 22 Mig. 
证 毕 
至 此 我 们 似乎 已 经 证 明了 CH 在 M[G] 中 为 假 . 例如 ， 取 
k 二 (ww2) 侣 ， 似 乎 由 定理 1 得 出 2 > wa 在 MIGI 中 为 真 . 但 事 
实 上 还 不 能 立即 作 出 CH 在 MIG] 中 为 假 的 断 寺 . 这 是 因为 基数 
的 概念 是 相对 的 . 问题 是 ，(w2)M = (ws jwftG] 是 否 成 立 ? 
命题 2 对 任意 集 a, Fn(a, 2) 有 可 数 反 链条 件 . 
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证明 只 用 考虑 Fn(e，2) 为 不 可 数 情形 . 在 Fata，2)] 中 任 
取 个 成 员 pe，a < ua 我 们 证 明 fp。 | a < wi} 不 成 反 链 ， 从 
而 Fnfa，2)] 的 反 链 一 定 可 数 ， 

记 Do = Dom(pa). 因 |pa; < ww， 故 每 个 加。 都 是 有 限 集 . 根 
据 7.4 节 定 理 1 ， 一 定 存在 不 可 数 的 拟 不 交 子 族 {D。| a E 中 ( 其 
中 心 C wi 是 不 可 数 集 ). 设 该 族 的 根 为 > (是 有 限 集 ). 因 "2 是 有 限 
集 ， 故 只 有 有 限 种 可 能 不 同 的 pe [+， 于 是 存在 不 可 数 的 c C5， 使 
{pa | ae c} 中 的 每 个 pe 都 有 相同 的 ps [r+， 从 而 这 些 pw 都 是 相 
容 的 . 这 就 证 明了 {p。| a < wi} :不 会 是 反 链 . 
证 毕 
取 P= Fn(w2” x w，2). 由 命题 2 ，P 有 可 数 反 链条 件 . 由 
7.4 节 定 理 2 (本 ) ，w = wz [G1. 再 由 定理 1 得 (2w > wjMIGl. 
这 样 ， 对 这 个 P， 当 G 是 M 上 的 P 型 滤 子 时 ，MI[G] 就 成 了 
-CH 的 模型 ， 即 连续 统 假设 在 MIG] 中 为 假 . 
下 面 把 所 得 结果 稍 作 丘 广 . 
-定义 2 ( PP- 标 o 的 子 集 标 ) 
. 设 oo € V(P). ec 的 子 集 标 r 指 如 下 形式 的 P - 标 : 
7=Utftr}xar|reDom(cj}j， 其 中 每 个 ar 都 是 已 中 反 


定义 毕 
命题 3 设 PE Ac p € M(P)， 则 存在 o 的 子 集 标 
TE M(P) 使 ; 
| ell-(pCo 一 p=7). 
证 明 任 到 x € Domf(c). 作 - 
4= {a E€ M | a 是 P 中 反 链 有 Yp € a (pl|- x € p)}. 
在 M 中 对 A 用 Zorn 引 理 ， 取出 .A 中 (关于 C) 的 极 大 元 a;. 令 
T= U{{x} x ar |7E€ Dom(o)} (注意 7 与 p 有 关 ) 
则 re M(P). 下 面 从 |- 的 定义 ( 7.3 节 定 义 1 ) 出 发 来 证 明 
elFpce 一 pp=7. 为 此 , 对 :好 上任” 型 起 子 G， 要 证 
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PG Co — pe = To-. 

假设 pc C oc 任 取 rc € pc， 则 rc € 06, 7 € Dom(o). 
这 时 必 有 -x nn G 关 0( 假 如 ar nG = 0， 由 7 了 7.2 节 命题 6{I) 
知 存在 g EG 使 Yp E ar(p19). 因 XG EE€ pa , 故 可 取 gqy EG 
使 gq 一" € p. 再 取 g 与 qi 的 公共 延伸 7 , 则 有 Yp & ar(pLr) 
且 ?|-” € Pp， 于 是 axU{r} €E A， 与 ar 的 极 大 性 矛盾 ). 取 
DearnG, 则 (x, p) ET 且 pEG. 这 说 明 xG ETG. 

再 任 取 xc € 7G， 则 存在 p€ G 使 (x, p) €E Tr， 而 由 7 的 
定义 知 p E ar， 进而 由 ar 与 A 的 定义 知 人 |- T E p, 于 是 
* NG E peG， 这 就 证 明了 PG = Te. 

命题 4 设 PeM，(P 有 可 数 反 链条 件 )M, (|P|=« > 
w)M, 且 (4 = k*)M， 其 中 人 是 M 中 的 超 限 基数 ( 即 和 > w)， 则 
在 MI[G] 中 2 < 几 

证 明 在 M 中 ， P 的 每 个 反 链 者 可 数 ， 都 可 视 为 “PP 的 成 
员 ， 故 P 至 多 有 kw” 个 反 链 . 因 入 = {(a，e) | a € A}(7.2 节 定 
义 2 )， 故 

Dom(A) = {3 1a < 2), IDom( A)| = 入 
XEM, 故 和 Ee M(P)(7.2 7 按 子 集 标的 定义 入 
的 子 集 标 至 多 有 (* w= kM = 上 个 . 设 {relc< 生 在 对 中 
枚 举 了 入 的 所 有 子 集 标 . 记 y = {< a, To >, e) | a < 有 器 ， 
re AM(P). 这 时 有 

: xG={<a, Ta >e |a< 丹 

= {(a TaG) | a < 4} (7.2 节 命题 7 ) 
TG 本 身 是 函数 : 4 一 MIG] fla) = TaG, Ran(f) = 
{ra | a < p}. 在 MM[G] 中 ,和 任 取 pe C Ne=X 由 命题 3 可 
知 存在 入 的 子 集 标 Ta 使 pc = TraceRan( 门 . 这 说 明 
P(A)MIGI C Ran(P)， 进 而 (2 < jp)MIG 
证 毕 
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把 定理 1 和 命题 4 结合 起 来 ， 我 们 得 到 : 

定理 2 设 忆 = Fn(k xw, 2)， 其 中 “是 M 中 的 无 限 基 
数 且 使 (x = k”)M， 则 对 对 上 的 忆 型 滤 子 G ，(2” = <A)wYIG]. 

证 了 明 有 可 数 反 链 条 件 ， 故 M 中 的 基数 在 M[G] 中 
仍然 是 基数 (7.4 节 定 理 2 (IT)). 由 定理 1 得 (2”> kjaIG. 又 因 
在 M 中 < 的 有 限 子 集 共 有 * 个 ， 故 | 己 | = «. 在 命题 4 中 取 
上 二 ,入 二 ww， 则 有 (2 < <)JMIGI. 

证 毕 

命题 5 ZF+(V= TDHACHGCH 的 任意 有 限 片断 都 存在 
可 数 可 递 模型 ， 

证 明 记 S = ZF+(V=L)+AC+GCH. 

设 p1，…， rn 是 5 中 的 任意 有 限 条 公理 . 根据 6.3 推论 5 ， 
有 
(*) 5F3M(MI=w A M 是 可 递 集 和 pM A .人 pM), 
基于 ZF 已 证 LL 是 5 的 模型 ( 见 6.6 节 定 理 1 ，6.7 节 推 论 1，6.8 
节 定 理 1 ). 应 用 5.2 节 中 可 靠 性 定理 推论 便 知 (*) 的 右 端 公式 在 
L 中 为 真 : 

3M EeL(|MI=w A M 是 可 递 集 和 PMA. A pV). 
下 证 该 式 在 V 中 也 为 真 : 
(**) 3M(IM|=w A MM 是 可 递 集 A pM 和 .…. A pM). 
事实 上 ， 


(MI|=w) ~ 3f EL(f 是 w 到 MM 的 双 射 站 


一 3/(/ 是 名 到 M 的 双 射 ) ( 双 射 的 绝对 性 ) 
一 IM|=w, 


(是 可 递 集 ) 一 MM 是 可 弟 集 、 {可 递 集 的 统 对 性 ) 
最 后 ， 因 工 是 可 递 类 且 M EL, 故 MEL= M， 所 以 
(pI MA pH = pM AAA pK. 
(**) 在 V 中 为 真 ， 意 为 ml，… ,pn 存在 可 数 可 递 模型 
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证 毕 

根据 命题 5 ， 我 们 可 按照 需要 取出 ZFC+GCH 充分 大 有 限 
片断 的 可 数 可 递 集 模型 M ， 使 广义 连续 统 假设 在 M 中 成 立 . 把 
MM 取 定 ,由 这 个 M 出 发 ， 可 接 本 节 中 所 讨论 的 方法 ， 取 偏 序 集 
P = Fn(n x w, 2)， 其 中 < 为 某 个 无 限 基数 . 取 定 <， 有 了 己 ， 
便 可 得 到 扩张 模型 M[G], 在 MIG] 中 连续 统 假设 CH( 及 GCH) 并 
不 成 立 . 一 名 话 : 可 使 GCH 在 M 中 成 立 但 在 MIG] 中 不 成 立 . 

现在 我 们 来 到 了 目的 地 . 

定理 3 车 ZFC 无 矛盾 ， 则 ZFC + (2” = ws) 也 无 矛盾 . 

证 明 按 命题 5 ， 取 定 ZFC( 充 分 大 有 限 片断 ) 的 可 数 可 递 集 
模型 M ， 使 GCH 在 M 中 成 立 , 因 在 MM 中 有 


WW < w3 = cf(w), (4.8 节 命 题 8 ) 
故 由 4.8 节 定 理 2 ( 亚 ) (此 定理 在 证 明 中 用 到 GCH ) 知 
(oa = 人) (1) 
取 MM 中 基数 < = w，， 应 用 定理 2 便 得 
(2 (2) 


其 中 G 是 M 上 的 P 型 滤 子 . 结合 7.3 节 定 理 3 知 ZFC 十 (2” = 
wz ) 的 任何 有 限 片 断 泗 有 AM[G] 为 模型 . 按照 5.2 节 引 理 1 ， 便 由 
ZFC 无 矛盾 推出 ZFC + (2% = wo) 也 无 矛盾 . 
证 毕 

从 上 面 的 证 明 中 可 见 ， 在 应 用 定理 2 时 ， 我 们 若 改 取 < = 
(wr23)(723 这 个 数 是 随意 取 的 或 取 x = (ww jx ， 则 (1) 变 为 

(wr23 = ww%s) 或 (ww = wei)M (后 者 用 4.8 节 命题 6 ) 
应 用 定理 2 ， 则 {2) 恋 为 : . 

(2 wn) MR (2 Si ol, 

进而 知 若 ZFC 无 矛盾 ， 则 ZFC 十 (22 = wna) 或 2ZFC4 20 二 
ww ) 都 无 子 盾 . 

按 连 续 统 假设 ，2* = wi. 而 我 们 现在 可 以 基于 ZFC 来 构 
造 ZFC 的 各 种 模型 ， 在 这 些 模型 中 22 可 分 别 取 不 同 的 值 ， 如 
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Ol WwW2，W723，Win， '"， 等 等 . 这 就 证 明了 连续 统 候 设 CIH 对 
ZFC 的 相对 独立 性 . 总 之 ， 从 ZFC 公理 系统 出 发 既 不 能 肯定 CH ， 
也 不 能 否定 它 . 实数 究竟 有 多 少 ? 直线 上 的 点 究竟 有 和 多少? 按 现 有 
集 论 的 基数 理论 无 法 给 出 明确 回答 . 这 一 事实 说 明 问 题 本 身 的 复杂 
与 深刻 ， 说 明 现 有 集 论 中 得 到 的 关于 实 无 限 的 认识 只 是 初步 的 . 

连续 统 问 题 是 对 人 类 智慧 具有 挑战 性 的 问题 , 它 的 复杂 性 与 深 
刻 性 来 源 于 现实 世界 ， 来 源 于 物质 存在 的 连续 性 与 离散 性 这 一 矛盾 
之 中 . 

关于 连续 统 问题 的 研究 在 很 大 程度 上 支配 了 集 论 过 去 的 发 展 . 
今后 人 们 将 会 在 这 个 课题 上 继续 奖 强 地 进行 新 探索 . 
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练习 提示 或 解答 


练习 一 
i. (五) 具有 命题 1 中 的 性 质 . 


练 可 二 

1]. fo b ec d, e, 月 2, fa} 3. a 4. b 
5. 0 6. {9, {9}} 

7. {0, {8}, {{8}}, {9, {6}}} 

8.， 共 16 个 元 素 9. {9, {0}} 10. {op, {Dp}} 


练习 三 


1 2 


2， 是 . [由 = 多 了 [9 = {6, {9, {9}})}, fi{9, {9}} = 


3，64 个 关系 ，8 个 映射 ，6 个 满 射 ， 没 有 单 射 
4.， sa 有 27 个 元 素 ，?a = {8}, “$= 二 


练习 四 
1. 共 3 个 ”2， 共 19 个 其 中 全 序 有 6 个 
3. 设 <。 为 a 中 的 良 序 . 在 6 中 定义 序 <。 妨 下 . Yy1, yz € b， 
设 训 = Ac 和 ;二 f(z2). 令 <o 妈 21I<az2, 易 知 <， 
为 8 中 良 序 ， 且 f 为 保 序 双 射 
4. 用 超 限 归纳 法 


练习 五 
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1 8<oa=aufa — =a Vv dea 
一 不 可 能 有 a < 有 
2. SEUa ~— EYEQ 
—» BEYEaYV DBE7Y=a 一 0Ea 
BEa 一 8EaEcEfoy 一 8EaEa — EUa 
3. YE YE7Y'E {a ae} om 7 EU{a' Ia Ed}; 
TEU{a’ |aEB} —» YEa Aaceh 
一 7EQ6EDVT=aE — 7€B 
4. Na 由 序数 组 成 ， 由 定理 1 知 是 E - 良 序 集 ， 且 易 知 是 可 
递 集 . 记 86 = mina. nec 一 ne<s1 一 na= 有 
(Na < 8 一 na < 的 每 个 元 素 一 Na < Na， 牙 盾 ) 


1.4 2.0 3. {{1,2}), {1), {1, 0)}, 0, 3,0, 0, {1} 
4. 4, 0, 3, 0, 0, 0 | 


练习 七 

1， 用 (2ZPF 7) 

2. 由 定理 1 ，3jJlaa ~ ga, 于 是 af ~ a 关 da 

3， 例 如 ， 在 w 中 规定 : 当 n 关 0 时 令 n <1 0; 其 余 情 形 令 
<1 与 € 同 . 于 是 (w，<1) 的 序 型 为 ww! 


练习 八 
1， 在 定理 3 中 取 6 = w， 并 规定 : G: V 一 V 为 


C r= 二 0 
G(z) = h(nr，z(n))) Zz 是 以 rn' 为 定义 域 
并 在 w 中 到 值 的 秒 数 
0 z 为 其 他 集 
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2， 在 定理 3 中 取 § = w， 并 规定 G: V 一 V 为 


1 t= 二 0 
页 2 z 是 定义 域 为 1 的 函数 
和 Tz(n) 十 Zz(n') ”zz 是 定义 域 为 n' 的 函数 
0 2 为 基 他 集 
练习 九 


1，、 对 ?7 归纳 2， 型 了 归纳 
3. 将 (ex{folyu3xf <) 的 序 型 用 =“ 贝 8 表示 ， 之 后 证 
明 
4 和 0= cc 
aB B= (oD 3) 
aBB=Ufa+t+y|Y < 有 刘 ， 当 8 为 极限 序数 时 
由 唯一 性 可 得 aEH=ai+38 
4， 记 (8 x aa， <) 的 序 型 为 wG 8， 后 证 
©00=0 
ae@p = ac B+ 
oOB=U{at’y 17Yy < 01), 当 8 为 极限 序数 时 


练习 十 
le A ETD A (ER 
2， 用 3.4 节 命题 2 
3 (TT) Go — YEvVat1 
(I) s,t€Ex = [s, t)€ vats 
4. 用 反 证 法 证 明 5 二 {rz Ea|xz 4 WF) = 0. 用 到 3.4 节 命 
. 题 4 


练习 十 一 


1. 若 axbea， 取 bo Eb， 则 有 
axbe {axb} € {{ax6}, {axb, bo}} = (ox b, po)E 
a xb,... . 
用 3.4 节 命 题 4( 开 } 
2. (I 工 ) 对 n 归纳 证 明 UraCb 
(I) 由 (I), 取 6=a 
( 亚 ) 出 (1), 取 8 了 = dl(a) 
(IY) 由 (I),， 取 b=&Ut{Uzeodl(7)), 还 要 用 {《 亚 ) 
3 人 十 3)U (to {+2}, (te 入 


练习 十 二 

1， 仿 4.1 节 命 题 1 证 明 

2. Yr EE Pla) 令 glz) = fiz]， 可 得 Pla) 到 PW) 的 双 射 . 
其 中 f 是 a 到 的 某 一 双 射 

3. 实数 可 用 有 理 数 集 Q@ 的 分 割 定 义 ， 每 个 实数 是 Q 的 一 个 
子 集 ， 所 以 有 RC PLQ) s Plw). 这 就 得 到 RSPfu). 

再 证 P(w)~R， 设 法 建立 单 射 f: P(w) 一 R. 任 取 ac ww， 


令 

fo) = 00+ + 0 
其 中 当 n Ea 时 an= 1， 当 n ga 时 an 二 0. 因 aw, 是 0 或 1， 
故 易 证 了 是 单 射 


4， 所 需要 的 双 射 f : PP(w) 一 : “2 如 下 规定 ， 
va E P(w)， 令 fa) = xalE“2)， 其 中 x。 为 a 的 特征 函 
数 : 当 n Ea 时 xoln)=1; 当 nga 时 xo(n)=0 


练习 十 三 

l. ww:2= Uw+tn|new} = {0 1,2, i 
1, 吕 十 2, 政令 f(n) = 2n 填 1， flw 十 nn) = 22， 便 得 双 射 
:2 一” 册 
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2. w=ww= Uv ikew}= {wmin|m, new)} 

令 lw.m+n) = (m,n), 得 六 射 f: ww 一 wwXw 

3， 对 a 归纳 

4，( 反 证 ) 若 k(> w) 是 后 继 序 数 ， 设 为 十 1， 则 ae kx， 
但 asA， 与 KK 是 基数 矛盾 .cc 之 KK， 是 因为 可 建立 双 射 


f:a+lea, 


bd 


0 B=a 
ftB8}= 4% 8 w<D<a 
月 十 了 B<w 


练习 十 四 

1. 利用 4.2 节 命 题 1 

2， 对 妆 纳 . 当 a Cc 区 十 了 但 a 关 十 1 时, 分 以 下 三 种 情形 
讨论 : a 二 n, gCn 但 4 关 n, nEa {此 时 有 a= (aNnn)Uf{n)， 
可 对 ga nn 用 归纳 假设 ) 

3. oTmA bn — xbo mn 

4， 仿 练习 十 二 题 4 证 明 TPlaj "={f|if:n 一 2), 
函数 f 的 个 数 为 2” . 

5.， 对 归纳. vy; 之 人 一 vt 守 27 

6， 设 4 二 {fF(0)，f(1)， fC@2), …}， 其 中 了 为 wo 到 4&a 的 双 
射 . 令 g(f(n)) = fln 十 1)， 得 双 射 gq: oa 一 > 一 {f(0)} 


练习 十 五 

1 对“ 中 元 素 个 数 归纳 

2， 对 给 定 的 向 晤 空间 ， 所 有 线 考 无 关 向 量 组 的 集 具 有 有 限 特 
征 . 由 Tukey 引 理 ， 必 有 极 大 元 ， 即 该 向 量 空间 的 极 大 线性 无 关 
组 . 极 大 性 决定 了 该 组 是 空间 的 基底 
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3. 记 4 = Ran(7) .在 了 (4A) -~ {0) 建立 选择 函数 g, g(7) E 
zt. 定义: Dom(r) -一 4, 令 f(z)=g({yE 4)zry)). 则 f 
为 所 求 


练习 十 六 

1， 由 4.5 节 命题 5 知 | Uneu an| < ww 为 证 w 人 Unew an， 取 
双 射 g : w 一 ao， 可 建立 w 到 Unewan 的 单身 

2， 由 4.5 节 命 题 5 ， 只 用 证 ws Uneu an 设 larj = kn E 
w 一 {0}. 容易 建立 单 射 有 : w 一 Unewan 使 f(n)€ an 

3， 由 练习 十 四 题 5 知 |v,| < w. 不 用 选择 公理 ， 可 直接 将 vw 
良 序 . 先 使 每 个 v。 良 序 ( 对 n 归纳 ， 利 用 v， 的 良 序 按 字典 顺序 
将 ""2 良 序 ， 然 后 由 "2 = vn+l 诱导 vn+l 的 良 序 ). 在 vw 中 规 
定 
ZRy 为 : 

(I) rank(z) < rank(y) 

(I) 当 rankf(z) = rank(y) 财 按 vianktz)+t 中 序 z 在 y 之 
前 . 

玉 为 vw 中 的 良 序 . 至 此 |v。| 已 有 意义 . 

YT E vo, 记 n = rank(2), Z Eva NEW, 令 f(z) = 
(nn，gn(2))， 其 中 9 是 vti 到 |vn+1| 的 唯一 间 构 ， 这 样 得 到 v。 
到 w x w 的 单 射 ， 于 是 得 |v,| < w. 

又 因 mevn+i, 故 wCvo wmw<lvu| 


练习 十 七 
1.{T) 入 >w 时 易 知 
A TN XxX{0= {A}x {OUAx {0} 1 x {07UAx {1} 
{I) As {0}xA=1xA 
2. 注意 kx {0} 守 wx {1}, xnxACAXk 
3. 用 定理 2 
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4. 参见 练习 九 题 3 ， 题 4 


练习 十 八 
1 ?7 {自然 数 的 指数 运算 ) . 
2. k2 =KRX R= 
9 i Pl ja 
4.f{I) 对 任 一 请: 1 一 令 
if 万 = 了 U{tfa 01aEA 和 一 上 HE、K， 
于 是 建立 了 单 射 h: “KR 一， ”5 
(HH) 入 = 一 Kk = RY; 
入 二 有 一 rk Ck (由 (TD) ) 


练习 十 九 

1， 由 练习 十 三 题 3 知 a < ws. 因 a 是 极限 序数 ， 由 ws 的 
正则 性 及 4.8 革命 题 6 ,wa = dwa) = cf(a)< a 

2, (I) a=j+l— BEa— NEAM Eo OEAM, 

| 一 Ea 

{了 I) 只 用 证 wo Cea. 因 ws = Uf{ws|1B<a), 故 Yy E€ 
wa 28 EQ 使 YE€ wa. 于 是 存在 nn 使 HEA;, 有 YE€wg Ewan 

( 孟 ) 令 fn) = 科 ， 则 :ww 一 a 是 无 界 映 射 

[IN) 设 有 <a 人 和合 3 = wy 取 使 Be An 的 最 小 x. 人 
(否则 wp = 有 Euw). 于 是 

BE > WF LUM 一 有 <AXn-1h 
与 n 的 最 小 性 矛盾 

3 (一 ) 为 显然 . 
(一 ) 设 « 人 由 题 1 ， 


wx 二 K. 
eg : 
WW 之 入 < 时 存在 BB 使 入 = ws < 二 wx， 于 是 
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DB<R BT1<A wotl < we = K, 2*= A =wpt <« 


练习 二 十 

1l. (Yrzp)” oo (nznp)j 攻 oo -3z € Map™ 
= -Azz EM A pM) © mr EM -— pY) 
= Yz(zEM a PMY) oo yre Mov 


练习 二 十 一 
i， 由 5.2 节 了 可靠 性 定理 推论 ， 有 
VitznEMeo 二 1)， 
Yzi wznENepv 一 四). 
于 是 Yzl.….znEa 有 
(PY ep) 
2. 7 7Z=ZmnYe (Vi€Ex(teEy 一 EtEz)AzKC 
TAzC: | 
8° z=- oo (vie z(t¢y ~ ttEZzZ)AzCr) 
:12° y=Nr 0 : 
© (Vi€ zr(y Ci) A YtEr Vz Et(VsE LZE Ss) 一 
z€EW A (z=0 — y=0)) 
3. 3 z=2TXY OO 
rr YS ETViEY(sS, 1 Ez) A YuEzIseErzdte 
y (w= (s, 1) / 
6° y= Ran(z) © 
ce ha ?2) € 7) A Yz,tEUU 
zf 人 (tt 2) Ez 一 ZEY). 
10° 人 是 < 到 4 的 本 ( /二 A Don(/) = 。 A 
Ran(f) = 
11° 是 到 的 一 (了 是 到 的 半生) 
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练习 二 十 二 

1. 由 3.4 节 命 题 4(I),， 有 Yzx(z C WF 一 xz € WF)， 即 
(*) Yr(vy ET (YE WF) — TEWP). 
为 证 V=WF， 只 用 证 义 = {z | z 4 WF} = 0. ( 反 证 ) 设 XX 0. 
因 < 是 V 上 的 良 基 似 集 关 系 , 故 由 6.1 节 定 理 1 知 非 空 类 天 有 E- 
极 小 元 ， 设 为 zo0。zo 4 WE. 由 zo 的 极 小 性 知 Yy E zo y € WF， 
”由 此 及 (+) 又 得 zo E WE， 矛盾 

2. 记 X = {tedNdy | f(t}fy(t)}- 若 Xz0,， 则 芳 
有 RR- 极 小 元 ， 由 (2) 可 推出 矛盾 

3. (I) 五 的 似 集 性 来 源 于 事实 : 3 = {yl {(y, a)er}c 
U Uz. 为 证 及 的 良 基 性 ， 任 取 5 关 0. 8 的 最 小 秩 元 素 z 便 是 6 
的 RE- 极 小 元 . 这 是 因为 当 (x0, a) € x 时 ，rank(xo) < rank(z). 

{I) 根 设 当 yRz 时 F(G(y)) = y， 我 们 有 


FE(G(z)) = {T(t) | tRG(z)} = {F(t) | (t, a) € G(z)} 
={F(G(W) Iyer}= {ylyeEr}=2 


4， 由 6.1 节 命题 2 即 得 d C dl(A，z，). 相反 方向 只 用 证 
每 个 pa(z) C d. ( 见 6.1 节 定 义 3 . ) 对 n 归纳 . 
pofz) = 全 Cd， 因为 
te — thr Eted ~ ted 
设 pn(7) C d. 若 tE€ pnti(z)， 则 有 s € pn(z), te€ $3. 由 
归纳 假设 ，s € d. 于 是 有 YRz 使 s E d,. 由 6.1 节 命 题 1 得 
$Ccl(A, y, R),ted,,ted 


练习 二 十 三 
1. 3? x 是 后 继 序数 ~ >z 是 序数 入 xz 对 0 A z 不 是 极限 序 
数 

4° z 是 自然 数 一 (z = 0 v z 是 后 继 序数 ) A Vy E z(y = 0VY 
是 后 继 序 数 ) 
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5 二 ww 呈 Yy EE zw( YY 是 自然 数 ) 

11?z=a-1 汪 {0 是 后 继 序 数 和 a = zx 站 VY (a 不 是 后 
继 序 数 人 x* = a) 

2. y= {t+1|ltiez2z} 

> YE Xt EY) A Ys Ey dErls= +) 

3. 由 3.4 节 命题 6 ，rankfzy = U{rank( 四 十 1|1yEzx}. 此 
式 可 视 为 rank(z)] 的 归纳 定义 式 : rankfz) = G((rank[z)， 基 中 
G 涉及 求 后 继 与 并 等 具有 绝对 性 的 运算 


练习 二 十 由 
1. De{2, 3, 0, 1) = {(0, 1, 0), (0, 1, 1)}. 
Ds:(2, 3, 0, 1) 
= {(0, 0, 0), (0, 0, 1), (1, 1, 0), (1, 1, 1)}. 
Pa{(2, 2, De(2, 3, 0, 1)) = {(0, 1)}. 
Pa(2, 2, D=(2， 3, 0, 1)) 3 {(0, 0), (1, 1)}} 
2, 11, 12 
3. rrUti= a”*—((a”—r)N (a -1t)) 
4， 当 s = (zgo ,Zn 1) 用 记号 st 表示 (2z0 ,rn_i, it， 
2 7， RR, YE 和 > 三 了 3 NY) 一 
= (Ew AD 一 {ys<szsexzn A de 
UUUyY(s"t EY) A Ys Ex EUUUY SE Y) — s Ez) A 
A((rgw YY n=0)—2=0). 
式 中 t€E UU Uy 是 因为 te fn tj Eltn,t)j€es"tey 


练习 二 十 五 


i. (1) 取 公式 p() 为 y= aoYy=aV- “VY = Gn-1, 
利用 6.5 节 命 题 1 便 可 . 
(H) 由 6.5 节 命题 2 ( 芽 )，ls 的 任 一 有 限 子 集 € Dl,) = 


fa+1 
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2.， 当 a 为 无 限 集 时 不 能 用 题 1 的 方法 证 明 命题 2 1 工 ) . 若 用 
题 1(I) 的 方法 证 明 ， 要 引进 无 穷 多 个 p(y) 那样 的 公式 . 这 种 证 
明 不 能 在 ZF 中 形式 化 ， 而 命题 2 ( 开 ) 是 一 形式 语句 


练习 二 十 六 
1. 2M 是 真 类 ， 故 MC v。 不 成 立 ， 必 有 z E WM， rank(z) > 
cx. 由 练习 二 十 三 题 3 知 rank(z) = (raink(z))w e M. 又 因 M 是 
可 递 类 , 故 a € M. .ls 对 M 是 绝对 的 ( 6.6 节 命 题 1 )， 且 因 邓 
可 递 ， 故 当 zE ls 时 ze M. 于 是 
ZELt darzElo XEMA 
AdaE M(z EI) oo ELMYM. 
以 上 说 明 L=LMcM 


练习 二 十 七 

1. 1” 反 自 反 性 : z Rox 一 zRyizj+1z 

2” 三 分 律 : 任 取 z，y € la。， 不 妨 设 p(z) < p(y). 在 [ali 
中 ， 因 而 在 !。 中 三 分 律 成 立 : 

3” 可 递 性 : 设 "及 sy ByRoz. 此 时 p(x) < p(y) < p(z), 2, yy, 
2z 6E io(o+1 在 lptz)+1 中 ， ZRRp(z)+1z ， 进 而 x 及 az. (注意 lp(z)+1 
具有 民 ,(s)4+1 - 可 递 性 ) 

4” 良 基 性 : 设 0#zCilo. 令 B= min{p(y)|vye Z}, 这 时 
TNigti 闫 0. 于 是 zn ligri 的 Rayi - 最 小 元 即 为 z 的 上 R。- 最 
小 元 


2、 任 取 ZFC+{V=L) 的 nn 条 公理 wp， ,wn. 由 6.3 节 
推论 5 知 下 面 的 公式 (1) 从 ZFC+IV=LE) 可 证 : 
3z(|z| = w A z 是 可 递 集 A yp A.… 人 和 p25) (1) 


基于 ZF 可 证 工 是 ZF+( AC Roa oe 
节 推 论 1) 故 由 可 靠 性 定理 推论 (5.2 节 节 ) 知 (1) 在 工 中 为 真 . 需要 
证 明 的 是 (1) 在 Y 中 为 真 . 
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(I) (人 相 = wj 一 3f € L(f 是 w 到 z 的 双 射 并 
一 3f(f 是 w 到 z 的 双 射 ) (5.3 节 定理 2 - 11) 
—|z|=w. 
( 卫 ) (z 是 可 递 集 )- 一 z 是 可 递 集 (5.3 节 定 理 1 - 10°) 
(五) 因 L 是 可 递 的 , 故 (wp pf (5.3 节 命 题 2) 
(1) 在 V 中 为 真 ， 意 为 p1，:'. ，9n 存在 可 数 的 可 递 集 模型 


练习 二 十 八 
1. 设 (P,<) 按 7.1 节 定 义 1 是 偏 序 结构 ， 且 
P<gm~ p<gAp#¥g 
则 ( 卫 ，<) 符合 2.1 节 定 义 1 的 条 件 ( 工 ) 与 (1). 
设 (P, <) 按 2.1 节 定 六 1 是 仿 序 结构 ， 规 定 
P<g~ p<gAp=y, 
” 则 (<) 符合 7.1 节 定 义 1 的 条 件 (TT),( 了 I),( 开 ) 
2. (IJ ep=0 
( 亚 ) p 延伸 g 指 gCp.p 与 9g 相 容 指 p 与 7 在 
Dom(p) nm Dom(g) 上 一 致 ， 此 时 pUg 为 p 与 4 区 公关 类 入 


”pl 上 g 意 为 p Ug 不 是 负 数 . 


(N) 因 P = Unes Pn， 基 中 记 = {p C n x2 |p 是 函数 }， 
故 |P| = w，P 的 任意 子 集 皆 可 数 

(V) Yp EP 了 , 任 取 mE€ wDom(p), 令 

g=pU{(m, 0)}, r= PU{(m, 1)}, 
则 g, rE P,g<p,r<p,H olr. 

3， 设 D= {1D | neEw} Ds 为 P 之 称 子 集 . 归纳 定义 
pn € 了 如 下 : po = P 的 某 一 元 素 ( 因 PP 冯 0); pn+i = pn 在 卫 。 
中 的 某 一 延伸 ( 因 D,, 稠 ， 故 存在 g€ D， 使 9 < ps， 取 一 这 样 的 
4 作为 pnfl) 于 是 

pep 之: 
令 G= {gE€P|3np, < 人， 遇 证 G 是 渡 子 (由 p。 生成 )， 且 
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vn(G ND, #0) 


综 习 二 十 九 


{0} peG 


to, mo={o ?gc6 
2， 不 一 定 成 立 . 如 设 peE G, p 类 er = {(o, p)}， 则 
z=7r6={06), T={((9)6, e)} #7 
3. 先 证 fc < M[G]. 


fe=UG= {| 3pe Gla Ep)} 
={a|3peEGa={(n, Pn) A ne Dom(p)}. 


令 T={(a, PD |pEP, a={n, pln)), nE Dom(p)}, 则 


re = {(Z)e | 3pe G(5, per (7.2 节 定义 3(2)) 
={el3peseGa=(n an n€ Dom(p)} = fo 


再 证 fo 4 民 . 令 = fp| -pC fo))});， 则 NG = 0. 但 任何 
g € PP 都 可 延伸 到 已 中 故 五 在 三 中 筒 . 这 时 车 fa E M， 则 
Ee M. 已 与 G 不 相交 ， 这 与 型 滤 子 的 定义 矛盾 


练习 三 十 
i. (一 ) pln=n = Vy<r qn=7n 
(7.3 节 命 题 1 ( 工 )) 
— Ya<pg <s — qll-or =cz) 
{ 见 7.3 节 例 1 中 p< 之 s 情形) 

{一 ) 已 知 Yqg < pl(g < s 一 lo = 02). 设 pe G. 若 
s¥¢0G, 则 TiG = TG 二 若 s EG， 则 3qg EG,ag<pBy< ss, 
故 ie, 二 g2, 01G = 02G. 于 是 

TG = {016} = {02G} = mec 
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2，、 同 正文 一 样 ， 用 MM 表示 ZFC 的 某 个 可 数 可 递 集 模型 ， 

选取 偏 序 集 已 和 M 上 PP 型 滤 子 G 使 GE MfG] - M. ( 例 
如 ， 取 练习 二 十 八 题 2 中 的 PP 满足 7.1 节 命 题 3 的 条 件 (*)， 
从 而 Gg M.) 

由 7.2 节 命 题 5 { 开 ) 知 OLMIGN) = = OM) ( 即 MIG] 与 M 
含有 相同 的 序数 )， 故 


Le be iotxic) 《6.8 节 命题 3 ( 工 )) 
= lotm) 
=LM cM. 


这 说 明 在 M[G] 中 VV 关 工 .( 吾 则 M{G) = VAIG = LMI9 = 
LMCM.) 

假如 ZFC+(V#zL) 是 矛盾 的 ， 则 从 ZFC+(V#L) 的 有 限 成 
员 pl，…… ，wn 能 推出 矛盾 : 

. pl A Kp | | 
但 我 们 基于 ZFC 证 明了 (pl 人 人 … 人 pa)MIGI， 于 是 由 5.2 节 可 
洁 性 定理 推论 得 

TFC FF ww MS] A -MG| 矛盾， 
这 说 明 车 ZFC 无 矛盾 ， 则 2FC + (V 关 工 ) 也 无 矛盾 . 
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名 词汇 总 


1.2 
外 延 公理 
内 涵 公 理 
空 集 
1.3 
无 序 对 公理 
无 序 对 
有 序 对 
1.4 
集 a 与 集 5 的 差 ， 
并 集 公理 
集 的 并 
集 的 交 
堵 集 公理 
集 的 置 集 
1.5 
Descartes 积 


2.1 
偏 序 , 偏 序 结构 , 偏 序 集 
仿 序 的 反 自 反 性 


偏 序 的 可 递 性 
极 小 元 与 极 大 元 。 
全 序 ; 全 序 结构 , 全 序 集 
全 序 的 三 分 律 
良 序 , 良 序 结构 ,自序 集 
良 序 的 良 基 性 
良 序 集 上 的 超 限 归纳 法 
良 序 集 间 的 同 构 
良 序 集 的 前 自 
良 序 集 基本 定理 ， 

2.2 


极限 序数 
Peano 自然 数 公 理 


3.1 


“替换 公理 
序 型 


193 


3.2 

类 V . 

类 Cn 的 最 小 元 原理 . 

类 On 土 的 超 限 归纳 证 表 
序数 5 上 土 的 超 限 归纳 定义 
类 On 上 的 超 跟 归纳 定义 


3.3 

序数 的 加 法 
序数 的 有 梁 法 。 
序数 的 指名 所 备 


- 良 基 集 
类 WF 
良 基 集 的 秩 
3.5 
基础 公理 - 
集 的 醋 递 闭 包 
4.1 
集 间 的 等 势 
Bernstein 定理 
Cantor 定理 
4.2 
基数 
后 继 基 数 与 极限 基数 
类 Cn 上 的 超 服 归纳 克 


3.4 


4.3 ， 
”和 集 a 的 基数 :jal : . 
有 限 集 与 可 数 集 


良 序 定理 
选择 公理 
Zorn 引 理 
Tukev 引 理 


4.4 
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类 WC 


4.5 


Dedekind 有 限 集 与 无 限 集 
4.6 
基数 的 加 法 
基数 的 乘法 
Hessenberg 定理 
集 在 映 计 族 下 的 闭 包 
4.7 
基数 的 指数 运算 
连续 统 假设 
广义 连续 统 般 设 
4.8 
与 极限 序数 鞭 屁 
共 昆 数 
正则 序数 与 麻 笃 三 
Konig 3 引 绎 四 
5.2 
人 
公关 大 的 误 型 
可 靠 性 定 埋 
可 车 性 定理 棒 ” 
5,3 ， 
公式 yp 对. : 
公式 yp 对 M 的 和 AJ ， 
阔 数 的 绝对 性 
有 界 量词 公式 的 绝对 性 
6.1 
类 上 的 良 基 关 系 
类 上 的 似 集 关系 
超 限 归纳 证 明 的 一 般 形 式 
盔 跟 归 纳 定义 的 一 般 形式 
Mostowski 达 形 


Mostowski 达 形 映射 
6.3 

反 身 定理 

Skolem 枉 数 

类 间 的 同 构 
6.4 

可 定义 关系 

可 定义 关系 的 校 举 函数 
6.5 

可 定义 之 集 算 子 DD 

可 构成 集 

工 - 秩 
6.6 

可 构成 公理 

1 : 


一 


{ 


可 数 反 链条 件 


偏 序 集 的 笛子 集 
偏 序 集 中 的 滤 子 
集 M 上 的 己 型 泪 子 
7.2 
P- 标 
集 z 的 P- 标 z 
类 V (P) 
MM 的 P- 标 集 M(P) 
MM 的 兼 纳 扩张 M [GO 
在 p 下 方向 
7.3 , 
PD 力 迫 w, pp * - 力 迫 op 
7.4 
拟 不 交 族 
拟 不 交 族 的 根 
7.5 
有 限 偏 阔 数 偏 序 集 Fn 
P- 标的 子 集 标 
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(CH) 
(GCII) 
4.8 
cf(a) 
5.1 
ThFv,Fy 
9.2 


(2 Ag 


6.1 


Dal 7) 
6.2 
A 
6.4 
Dela, n, 1, 7) 
Do-(a, 1, 1, 7) 
Pa(a, n, 7) 
D(k, a, n) 
Df(a, 2) 
Ela, n, m) 
6.5 
D(a) 


St 


OM) 


vg 

Ep 
7.2 

Vv(P) 

五 
MI(P) 

TG 

MIG] 

<0,T> 
7.3 

pi» 

pw 
7.5 

Fn(w, y) 
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